&

L,
EZKTHS

VETENSKAP
3% OCH KONST 2%

e
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TENTAMEN I SF2941 (f d 5B1541) SANNOLIKHETSTEORI OCH LINJARA MODEL-
LER ONSDAGEN DEN 28 MAJ 2008 KL 08.00-13.00

FExaminator: Timo Koski, tel. 790 71 34, e-post: timo@math.kth.se

Tillatna hjdlpmedel: Appendiz 2 ur A.Gut: An Intermediate Course in Probability (utdelas).
Formulas for probability theory and linear models SF2941 (utdelas). Riaknare.

Inforda beteckningar skall forklaras och definieras. Resonemang och utrdkningar skall vara
sa utforliga att de ar latta att folja. Numeriska svar skall anges med minst tva siffrors
noggrannhet. Resultat i deluppgift som inte 16sts far anvéndas i andra deluppgifter.

Tentamen bestar av 6 uppgifter. Varje korrekt 16sning ger 10 poéng. Gransen for godkéant
ar preliminért 30 podng. Majlighet att komplettera ges for de tentander med 28-29 poéng.
Tid och plats for komplettering kommer att anges pa kursens hemsida. Det ankommer pa
dig sjalv att ta reda pa om du har ratt att komplettera.

Losningarna till tentamen kommer att inforas pa
http://www.math.kth.se/matstat/gru/5b1541/
onsdag den 28 maj 2008 tidigast kl. 13.05. Tentamen kommer att finnas tillgdnglig pa elev-

expeditionen sju veckor efter skrivningstillfillet.

LyckA TILL!

Uppgift 1
X = (X1, Xs) € N (p,C) déir

10 1 05
H= <15> och €' = <0.5 4)'

Bestdm den betingade fordelningen for X, givet X; + X5 = 30
samt berdkna P(X; > 10|X; + X, = 30). (10 p)

Uppgift 2
Betrakta en Poissonprocess {N(¢); t > 0} med parameter \.
Berékna P(N(1) < N(2) < N(3)). (10 p)
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Uppgift 3

Den stokastiska variabeln © &r € U(0,1). For givet 6 &r den stokastiska variabeln X bino-
mialfordelad, d.v.s. X|© = 6 € Bin(n, 0).

Berékna den (obetingade) sannolikhetsgenererande funktionen till X och ange X:s sanno-
likhetsfunktion.

Uppgift 4

X é&r en diskret stokastisk variabel, vars virden &ér de icke-negativa heltalen x =0,1,2,.....
Vi vet att
ElX]=1.

Lat B vara héndelsen B = {X > 0}. Vi betraktar X trunkerad till de positiva hela talen
eller X|B, dvs. X betingad pa B. Vi vet ocksa att

X|B € Fs(p),

dvs. att sannolikhetsfunktionen for X|B &r

pxip(x)=(1—p)* " -p, =1,2,3,...

Bestdm den momentgenererande funktionen (m.g.f.) for X. (10 p)
Uppgift 5

Vi antar att X dr Ge(p) dir 0 < p < 1dvs att P(X =k) = p(1 —p)*,, k=0,1,2,---. Visa

att pX konvergerar i fordelning da p | 0 samt ange gransfordelningen. (10 p)
Uppgift 6

X € N(0,1) och Y € N(0,1) och X och Y &r oberoende. Vi bildar en stokastisk variabel Z
enligt
,_ { Y, om AY > X
Y, om\Y < X.

Visa att sannolikhetstéitheten fz(z) for Z &r
f2(2) = 20(2)® (A2),

dér ¢(z) och ®(z) dr tdatheten resp. fordelningsfunktionen for den standardiserade nor-
malfordelningen N (0, 1). (10 p)
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Uppgift 1

Vi bestammer forst fordelningen for
Yi\ X (1 0 [X1) _ B X1
Yo/ \Xi+Xy) \1 1)\Xy) X

N, (Bp, BCB") = N, (Gg) , (1%5 165))

Fordelningen for V) givet Y5 = 30 ges enligt formelsamlingen av

som blir

2

N (M + @(30 _ #2),011 — @) = N(11.25,0.625)
C29 C22

som ger att

~ 0.9429.

10— 11.25
P(X;>101X;+ X, =30)=1— <7)

Vv 0.625

Uppgift 2

Vi har

P(N(1) < N(2) < N(3)) = (processen &r vixande) = P(N(2)—N(1) > 0, N(3)—N(2) > 0)

= (oberoende tillskott) = P(N(2) — N(1) > 0)P(N(3) — N(2) > 0) = (1 — e_)‘)Q.

Uppgift 3

gx(t) = E(t*) = (lagen om total forvintan) = E(E(t*|0)) = E((1 — © 4+ 0t)") =

:/1(1—6+8t)"1-d8: (H@(t_l))nﬂ} -

(n+1)(t—1)
1 - tTL-‘rl . . 1 i k
= m = (geometrlsk Serle) = n 1 Zo:t

dvs P(X = k) = 1/(n+ 1) for k = 0,1,2,---,n dvs att X &r likformigt fordelad pa
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Uppgift 4

Definitionen pa den momentgenererande funktionen innebéar att

Yx(s)=FE [eSX] = Ze“px(a:) =px(0) + Zesxpx(a:).

Vi har
Xl =1,2
_J) P ¥ 32y

Pxis() { 0 for ovrigt,

dvs.
pX(l") = P(B) -pX|B(x) = P(B) . (1 _p):c—l b =123, ...
Detta ger
Yx(s) =px(0) + P(B) Z e (1—p)™t . p.
z=1

Hér kénner vi igen summan Y o €“p- (1 — p)*~! som m.g.f. f6r Fs(p). Vi betecknar denna
med

be(s) = e (1=p)™ o,
sa att
¥x(s) = px(0) + P(B)Yrs(s).

Derivering m.a.p. s ger

d d d d
£¢X(S) = P(B) ) £¢FS(S) = E%{(O) = P(B) : %¢Fs(0)'

Men Ly (0) = %, ty Yrs(s) dr m.g.f. for Fs(p) och vintevérdet av en Fs(p)-fordelad sto-
kastisk variabel dr ¢ps(0) = }D (v.s.v. och sla upp i kursens formelsamling). Vi har enligt
uppgift

Y

1= B[X) = £0x(0) = P(B) - $.vc(0) = P(B) -
dvs.
P(B) = p.

Dessutom fas
px(0)=1—P(B)=1-p.

Enligt det ovanstaende har vi saledes

¥x(s) = (1 —p) + prs(s).

Enligt kursens formelsamling (eller med summering av en geometrisk serie) ar m.g.f. for

Fs(p)
_ . pe
11— (1—p)es’

SVAR: ¢x(s) =1 —p+ 2=

(1—p)e*

drs(s)
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Uppgift 5

Den karaktéristiska funktionen for X &r enligt formelsamlingen

px(t) =p/(1= (1 =p)e"),

sa vi far for pX karaktéaristiska funktionen
epx(t) = x(pt) = p/(1 = (1 = p)e'?) = (Taylorutveckling) =

p/(1— (L= p)(1 +itp+ o(p)) = 1/(1 — it + o(p)/p) — 1/(1 — it)
som dr karaktéristisk funktion for Exp(1)-fordelningen. Enligt kontinuitetssatsen géller alltsa
att pX konvergerar i fordelning mot Exp(1).

Uppgift 6
Vi beriknar fordelningsfunktionen F(z) for ett godtyckligt z dvs.

Fz(2) =P(Z < z)

och enligt konstruktionen pa Z fas héndelsen Z < z som unionen av tva disjunkta héndelser
och den sokta sannolikheten blir

P(Z<z)=P{Y <2}n{X < \Y})+P({-Y <z}n{X >AY}). (1)

Vi tar den forsta av dessa och far

z

P({Ysz}m{x<m>:/ P(X <y |Y =) fr(y)dy

—00

och eftersom X och Y ar oberoende erhaller vi

= [ P& <) iy =

— o0

[ ( v ¢<u>du) Py = [ @00 )y

dar ®(y) ar fordelningsfunktionen for den standardiserade normalfordelningen, endr X €
N(0,1). Detta kan vi ytterligare skriva som

z

- / 3 () d(y)dy,

(o)

dér ¢(y) ar téathetsfunktionen for den standardiserade normalférdelningen, eftersom Y €
N(0,1).
For den andra termen pa hogra sidan i (1) géller att

PU-Y <2 n{X>AY}) =P{Y > -2} n{X > AY)})

Pa samma satt som i1 det forsta fallet fas att

(e}

P({Yz—z}ﬂ{XzAYD:/ P(X =My Y =) frly)dy

—Zz
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-/ TP (X 2 M) oy)dy

-/ T(1- P(X < M) dly)dy = / T (11— 2 0w)) dly)dy.

Med variabelbytet y = —u fas

= — /—00 (1= (=) o(—u)du = /Z O (A\u) p(u)du.

— 00

dér vi anvinde oss av en kidnd grundregel for integraler, symmetrin hos ¢, dvs. ¢(—u) = ¢(u)
och formeln ® (—Au) =1 — & (Au). Med inséttning i (1) fas saledes

z

P(Z<2)= / T B () dly)dy + / B () 6 (ar)dut =

—0o0 —0o0

= 2/_2 P (\y) o(y)dy.

[ee]
En derivering med avseende pa z ger den sokta sannolikhetstétheten, dvs.
d d

fl2) = TFs(z) = —-P(Z £ 2) = 20(:)2 (A2) .



