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Avd. Matematisk statistik KTH Matematik

TENTAMEN I SF2941 (fd 5B1541) SANNOLIKHETSTEORI OCH LINJARA MODELLER
TORSDAG DEN 22 MAJ 2002 KL 08.00-13.00

Examinator: Timo Koski, tel. 790 71 34, e-post: timo@math.kth.se

Tillatna hjdlpmedel: Appendiz 2 ur A.Gut: An Intermediate Course in Probability (utdelas).
Formulas for probability theory and linear models SF2941 (utdelas). Riaknare.

Inforda beteckningar skall forklaras och definieras. Resonemang och utrdkningar skall vara
sa utforliga att de ar latta att folja. Numeriska svar skall anges med minst tva siffrors
noggrannhet. Resultat i deluppgift som inte 16sts far anvéndas i andra deluppgifter.

Tentamen bestar av 6 uppgifter. Varje korrekt 16sning ger 10 poédng. Gransen for godkéant
ar preliminért 30 podng. Majlighet att komplettera ges for de tentander med 28-29 poéng.
Tid och plats for komplettering kommer att anges pa kursens hemsida. Det ankommer pa
dig sjalv att ta reda pa om du har ratt att komplettera.

Losningarna till tentamen kommer att inforas pa
http://www.math.kth.se/matstat/gru/5b1541/
torsdag den 22 maj 2008 tidigast kl. 13.05.

Tentamen kommer att finnas tillgdnglig pa elevexpeditionen sju veckor efter skrivnings-
tillfallet.

Lycka TILL!

Uppgift 1

De stokastiska variablerna U € Exp(1) och V' € Exp(1) &r oberoende. Vi sitter X = U och
Y=U+V.

a) Visa att den simultana sannolikhetstétheten fxy(x,y) for (X,Y) ar

eV om0<x<y
fX,Y(x7y) = { 0 for ovrigt.

b) Bestam E[X | Y =y] och F[X | Y]. (3 p)



forts tentamen i sf2941 08-05-22 2

Uppgift 2
Den stokastiska variabeln Z &r binomialférdelad, dvs., Z € Bin (n, p). Vi har att

X|Z=reBin(r,p), Y|X=keBin(kp),0<k<r0<r<n.

Anviind den sannolikhetsgenererande funktionen for att visa att Y € Bin (n, p?). (10 p)
Uppgift 3
) / 1 1 0.6 o 1 ..
Vihar X = (X1, X,) € N o |\ o6 1 . Var sa vénlig och berdkna
P(X, > Xs).
(10 p)
Uppgift 4
X1, o X0, X 41, ... dr oberoende stokastiska variabler, N(m, o?)-férdelade och

- 1
ar det aritmetiska medelviirdet av de forsta n av dessa. Vi vill anvinda X for att prediktera
vardet pa X, .1, dvs. vi forsoker forutsédga virdet pa den nastkommande observationen.

Prediktionsfelet dr en stokastisk variabel Z,, definierad som

Zn - Xn_;’_]_ - X
a) Bestam den karakteristiska funktionen for Z,. Motivera noggrant, v.s.v. ! (5 p)
b) Visa att

Zn d

— — N (0,1).

o
Motivera noggrant, v.s.v. ! (5 p)
Uppgift 5

Lat {N(t)|t > 0} vara en Poissonprocess med parameter A och lat X € Exp(1/m) vara en
exponentialfordelad stokastisk variabel som &r oberoende av {N(t)|t > 0}.

Betrakta foljande experiment: givet utfallet X = x observerar vi utfallet av den stokastiska
variabeln N (z). Detta experiment svarar mot att observera utfallen av N (X) eller mot att
observera poissonprocessen vid en exponentialférdelad slumptid.

Bestam sannolikhetsfunktionen

P(N(X)=k),k=0,1,2,...
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Uppgift 6

Lat {Y;};2, vara en 6ljd av oberoende, identiskt férdelade (I.I.D) stokastiska variabler, som
har den momentgenererande funktionen ¢y (s).
Vi definierar

Wn:ZYz,nZ LWy =0
=1

och X,, med
€5Wn

Xp=—"—7,n2>1

(vy ()"
Visa att
E[X,1 | Y1, Y2... Y] = X,.

Motivera Dina kalkyler noggrant. (10 p)
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Uppgift 1

a) Vi skriver

Vi har
fww)=¢e"-¢e" 0<u0<wv
Vi sétter Lo
(1)
Saledes
Z =AW
och vi far
W=A4"17Z,
dér Lo
A4:<_11)
Formel 1.2 i formelsamlingen ger
1 -1
fa(2) = -y w(A ™)

och det ar klart att 0 < x < y.
b) For att bestimma F [X | Y = y] behover vi

o fxylwy) e 1 .
fX\YZy(x) - fy(Y) - ye_y - yv O S S Y,

dér vi utnyttjat att Y € I'(2,1), ty Y &r en summa av tva oberoende Exp(1)-variabler. Da

fas
v 1Y 1221y
EX Y:y:/xf - xdx:—/ xdx:—{—} =z,
XY =yl = [Cepye@de = [ear= 2T <
SVARb):E[X|Y:y]:%,E[X|Y]:%.
Uppgift 2

Vi bestdmmer den sannolikhetsgenererande funktionen (p.g.f) for Y. Vi gor detta i tva steg:
vi bestdmmer forst p.g.f for X och sedan p.g.f for Y.
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Steg 1. M.g.f for X é&r enligt definitionen
gx(t) =F [tX} .
Regeln for dubbelt véantevirde ger

B[] =E[E[Z]] =

=Y E[tNZ=r]P(Z=1),

ty Z € Bin(n,p) har vardeforradet {0,1,...,n}. Eftersom X | Z = r € Bin (r,p) och
eftersom p.g.f. for Bin (r, p) ar enligt kursens formelsamling

9x1z=r(s) = (1 —p +pt)

erhaller vi har

Y E[tN1Z=r]P(Z=r)=) (1-p+pt) P(Z=1)=
=gz(L—p+pt)=(1—p+pl—p+pt)" = (1—-p*+p*t)"

Dérmed har vi delresultatet for Steg 1., som ar

gx(t) = (1—p*+p°t)".

Steg 2. Pa samma sétt som i Steg 1. fas nu att
o) =E[t ] =gx(1—p+pt)= (1-p*+p* (1 —p+pt)"
=(1-p° —|—p3t)n.
Detta dr ingenting annat én p.g.f for Bin (n, p?).

SVAR: Y € Bin (n,p?).

Uppgift 3

P(X1>X2):P(X1—X2>O).

Vi sétter
Y =X — X,.

Da &r enligt vintevérdesvektorn
EY)=E(X;) - E(Xy)=1-2=-1
och ur kovariansmatrisen

Var(Y) = Var(X;) + Var(Xs) — 2Cov(X,Y) =14+1—-2-0.6 = 0.8.
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Eftersom Y &r en linjar funktion av en normalférdelad vektor. Da har vi att
Y € N(-1,0.8).

Darmed har vi den sokta sannolikheten som
Y —(-1) 1 )
PY>0)=P >
( ) < /0.8 /0.8
:1—P<Y_(_1)§ 1 )
+/0.8 +/0.8
1
=1-9(—)=1—-9(1.12),
(703) =20

ty Y\_/(()—_Sl) € N(0,1), och dir @ (z) &r fordelningsfunktionen for N (0, 1). Funktionen @ i 2.1.5.

i formelsamlingen ger

1-9(1.12) = Q(1.12) = 0.13
SVAR: P(X; > X5)=1—®(1.12) = 0.13.
Uppgift 4

a) Eftersom X;,...,X,,X, 1 r oberoende N(m, o?)-fordelade variabler giller att
1 1
E(Z,)) =FE(X,11) — E(E(X1)+-..+E(Xn)) —m— —nm =0

n
och )
Var (Z,,) = Var (X,,41) + = (Var (Xy) + ...+ Var (X,))

1 1
202+—2n02:02(1+—).
n n

Som linjar kombination av normalférdelade variabler &r Z, normalfordelad,

Z, GN(O,02 <1+1)).
n

Den karakteristiska funktionen for Z,, ar darmed ¢z, (t) = 2t (1+3)

SVAR a): ¢z, (t) = e 2t (1430),

b) Vi har att den karakteristiska funktionen 2z &r
1) 2 d@) ) = o 2ee)
()OZ_TL(t>:S0Zn — = e 2\o n) —=e 2 n
o o

Detta ger, da n — oo, att

Yz, (t) — e_%t2, —00 < t < 00.

Eftersom e~ 2%" &r den karakteristiska funktionen for N(0,1), har vi visat att Zn 4N (0,1)
enligt pastaendet.



forts tentamen i sf2941 08-05-22 4

Uppgift 5
Eftersom {N(t)|t > 0} dr en Poissonprocess med parameter A har vi att
N(t) € Po(\t).

Darmed har vi

-/ " P(N(x) = k) fx(2)dx =

[e.9]

o) k
:/ e_m()\x) me™dx,
0 k!

ty X € Exp(1/m) och oberoende av {N(t)|t > 0}. Dérefter fas

N oo
=m— phe~tmiz g
k! Jo

Enligt en formel ur 11.4 i formelsamlingen fas

S T(k +1)
k,_—(A+m)x o
/0 e dx_(wrm)kﬂ'

Dérmed har vi fatt - )

AV T(k+1

P(NX)=k)=m——-7"—
( ( ) ) mk' (>\+m>k+1

Enligt rekursionsformeln fér gammafunktionen ur 11.4 i formelsamlingen fas att I'(k+1) = k!.

Detta ger oss

P(N(X)=k)= (A_Tm) <(Aim)) k=0,1,2,...

Observera att 1 — s = m Saledes ir N(X) € Ge (1£-).

SVAR : N(X) € Ge () .

Uppgift 6
€3Wn+1
ElX,u|Y1,Ys. . .Y, ]=FE {W | Yl,YQ...Yn}
1
S——— P R R S A 1
(QZJY(S))TH_I |: ‘ 1 2 i| ( )

ty ¥y (s) dr en konstant med avseende pa det betingade véntevirdet. Vidare har vi

B[ [1,Y,. . Y,] = B [t 2E

Yl,Yz...Yn]
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— E |:68Yn+1 65 Z?:l sz

Y1, Y, .. .Yn}
= e 2 NE [ | VLY.L Y (2)
ty e®2i=1i &r som en konstant, nir vi betingat pa Y3, Ys...Y,. Dessutom giller att
E e |V, Yy... Y, = B[] (3)
ty Y,.1 dr oberoende av Y7, Y5 ...Y,,. Sedan har vi
B[] =y (s) (4)

enligt definitionen pa den momentgenererande funktionen.
Med successiva insédttningar av (4) i (3) och av detta i (2) och (1) erhaller vi

o
(Wy ()"

> 1 W
n .
s 2= Yi = me = Xy,

B X1 | Vi, Yo Y] = ) (0r (5))

2= Yighy (s) =

vilket skulle visas.



