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Avd. Matematisk statistik KTH Matematik

TENTAMEN I SF2941 (f d 5B1541) SANNOLIKHETSTEORI OCH LINJARA MODEL-
LER TISDAGEN DEN 19 AUGUSTT 2008 KL 08.00-13.00

FExaminator: Timo Koski, tel. 790 71 34, e-post: timo@math.kth.se

Tillatna hjdlpmedel: Appendiz 2 ur A.Gut: An Intermediate Course in Probability (utdelas).
Formulas for probability theory and linear models SF2941 (utdelas). Riaknare.

Inforda beteckningar skall forklaras och definieras. Resonemang och utrdkningar skall vara
sa utforliga att de ar latta att folja. Numeriska svar skall anges med minst tva siffrors
noggrannhet. Resultat i deluppgift som inte 16sts far anvéndas i andra deluppgifter.

Tentamen bestar av 6 uppgifter. Varje korrekt 16sning ger 10 poéng. Gransen for godkéant
ar preliminért 30 podng. Majlighet att komplettera ges for de tentander med 28-29 poéng.
Tid och plats for komplettering kommer att anges pa kursens hemsida. Det ankommer pa
dig sjalv att ta reda pa om du har ratt att komplettera.

Tentamen kommer att finnas tillgdnglig pa elevexpeditionen sju veckor efter skrivnings-
tillfallet.

LyckA TILL!

Uppgift 1
En stokastisk variabel Z har sannolikhetstidtheten f7(z) given med
fz(2) =2¢0(2)® (Az), —o0 <z < o0,

diar A > 0, ¢(z) och ®(z) &r tatheten resp. fordelningsfunktionen for den standardiserade
normalfordelningen N (0, 1).

a) Visa att
P(|Z|§t):/0 26(2)dz.

b) Visa att Z2? € x*(1). Ledning: Bestdm téitheten for Z2. (5 p)



forts tentamen i sf2941 08-05-22 2

Uppgift 2

Lat N = {N(¢) | t > 0} vara en poissonprocess med intensitet A = 2. Vi bildar en ny

heltalsvérd process genom
N(t

déar |y| ar heltalsdelen av det reella talet y, dvs. om k &r ett heltal,
ly| =k, fork<y<k+1.
t.e.x L%J =1

Bestam sannolikheten
P(X(1)=1,X(12)=1).

(10 p)
Uppgift 3
X € Po()) och den stokastiska variabeln Z &r
Z=X|X>0.

a) Berikna den sannolikhetsgenererande funktionen gz(t) till Z. (5 p)
b) Anvénd gz(t) for att bestimma F (Z). (5 p)
Uppgift 4

X = (X1, Xs) € N (p,C) déir
/(0 (112
W= (1) och C' = (1/2 1 )
Bestdm den betingade fordelningen for X; givet X; — 4X, = 5 samt berékna
P(X; <1|X; —4X, =5).
(10 p)
Uppgift 5
X1, X5, ... ar oberoende och identiskt fordelade diskreta stokastiska variabler med sannolik-

hetsfunktionen P (X, = —1) = P (X, = +1) = 5. Vi bildar

1 n
Y, = — X
\/nlnlnn; g

Visa att .
Y, —0, dan— .
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Uppgift 6

Lat X, Xy,---, X, vara oberoende likafésrdelade med E(X;) = 0 och V(X;) = o2 med
karaktaristisk funktion ¢(t).

Lat vidare {N(¢);t > 0} vara en av X:n oberoende Poisson-process med intensitet A\ med
A > 0. Definiera processen

N(t)
St)=hY Xp, t=0,
k=1
dar h # 0.
a) Bestdm for varje ¢ > 0 den karaktéristiska funktionen for S(¢) som funktion av A, h och
den karaktéristiska funktionen for X. (5 p)

b) Om h &r litet men A dr stort sa &r S(¢)="summan av manga oberoende sma hopp” och
det verkar troligt att S(t) 4r approximativt normalfordelad. Visa mer precist att om A — oo
och h — 0 sa att Ah? = 1 sa giller for varje fixt ¢ att S(¢) konvergerar i fordelning mot
N(0, o%t). (5 p)
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Uppgift 1

a) Z ar en kontinuerlig stokastisk variabel, vi har

PZ|<t)=P(—t<Z<t)=P(—t<Z<t :/_12¢(z)<13()\z)dz

= /_t2¢(z)<b()\z) dz—l—/ot 20(2)® (\z) dz.

Vi omskriver den forsta av integralerna i hogra ledet med variabelbytet z = —u,

/_t 20(2)® (A\2) dz = —/ 20(—u)® (—Au) du = /t 20(—u)® (—Au) du = /t 20(—2)P (—Az) dz.

t 0 0

Detta ger fran ovan

Pzl <t) = 2/0 (@(=2)® (=A2) + 6(2)® (X2)) dz.

Men for den standardiserade normalférdelningen géller ¢(—z) = ¢(z) och & (—Az) =1 —
® (Az) och detta ger

i /Ot () (1= D (A2) + & (\2)) dz = 2 /Otgb(z)dz,

vilket &r det pastadda resultatet.
b) Vi tar & > 0 och aterkallar i minnet att Va2 = |z|.

Vz
P(22§x):P(|Z|§\/E):P(—\/E<Z§\/E):2/O o(z)dz,

déir vi utnyttjade uppgiftens del a). Detta leverar titheten fy2(x) for Z* som

d d _[vV® d
Frla) = P (72 <a) = 02 / Bz =2 §(a) 7V
- gz
_5. ¢ 2 1 :x_l/:?'

' V2r 2x1/2 V2T
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Detta uttryck aterger ingenting annat #n tdtheten for x2(1). ( For att jimfora med uttryc-
ket for titheten for x2(n) i Appendix 2 av A.Gut: An Intermediate Course in Probability,
observera att I'(1/2) = /7 enligt den utdelade formelsamligen.)

Uppgift 2
For att bestamma den sokta sannolikheten
P(X(1)=1,X(2)=1)

maste vi beskriva héndelsen {X (1) = 1, X(2) = 1} med hjalp av den bakomliggande pois-
sonprocessen N = {N(t) |t > 0}.

Da inses p.g.a definitionen pa |-| och att poissonprocessen har de icke-negativa heltalen som
vérdeforrad, att X(1) = 1, om N(1) = 2 eller N(1) = 3, och att X(2) = 1, om N(2) = 2
eller N(2) = 3. Eftersom poissonprocessen ér icke-avtagande, innebér dessa samband att

(X(1)=1,X(2)=1}=AUBUC,

déar

C={N(1)=3,N(2) =3}

Eftersom NN &r en poissonprocess med intensitet A = 2 far vi att

P(A)=P(N(2)-N1)=0|N1)=2)P(N(1) =2) =

22
R Y _ 4
=e (e —2!) =e "2,

P(B)=P(N(2)— N(1)=1| N(1) = 2) P(N(1) = 2)

22 23
— 6_2 . 2 . <€_2_) — 6_4_
2! 2!

P(C)=P(N((2)—N(1)=0| N(1)=3)P(N(1) =3)
-2 L2\ 2
=e - (e §> =e g
Eftersom héndelserna A, B och C &r disjunkta
P(X(1)=1,X(2)=1)=P(A)+ P(B)+ P(B)

11 4
—e 242 =+= 248=) =
e (—l— 2!—|—3! e +86

=e . 46—4 = 0.1343.

SVAR: P(X(1)=1,X(2)=1) ~ 0.13.
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Uppgift 3

a) Om Z ar X givet X > 0 ges dess sannolihetsfunktion av (see Formelsamlingen)

px (k) e
pz(Z:k;):{ Pxf(X>0) 1fk_172a'--

0 k=0
Om X € Po()), sa ér px (X > 0) =1 — ¢*. Diirmed giiller

e—)\)\k .

L5 ifk=1,2,...

77—k =d 1=k ! » 4
pz ( k) {0 E=0

Definitionen pa sannolihetsgenererande funktion ger

- e = AF
gz(t)=E [tz} _ ;tkpz (k) = — X:: kﬁ
e > (tk)\)k e
Tl <Z k! -1 :1—6—)‘(60\_1)
k=0

SVAR a): gz(t) = lf;iA (e™ —1).

b) Vi vet att sannolikhetsgenererande funktionens forsta derivata i punkten 1 &r det sokta
vintevirdet, dvs. E (Z) = g,(1).

Vi har p \ \
/ € o) € )

Detta ger

Uppgift 4

Vi behover fordelningen for

()= (e M) -0 %) ()
wa(ensen) = (%) (1 5))

Fordelningen for Y; givet Yo = 5 ges enligt formelsamlingen av

N (Ml + 25— ), e — c—%) =N (0+ %(5— (—4)),1 — (_1;)2) -

C22 C22

Il
™
7~
oy
~—

som blir
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som ger att

22
1 2
P(X,<1Xi+Xo=5)=0 L3 | ¢ | 13 | ~9(1.76) ~ 0.96
12 12
13 13
Uppgift 5

En enkel strategi dr att forst visa konvergens i sannolikhet med tillhjélp av Tjebysjovs olikhet.

For detta behover vi vantevirde och varians for Y,,. Vi har att
1 1
E(X};) = (—1)5 + (+1)5 =0

och saledes ar

Detta ger

1
7ZE(X;€) =0
\/nlnlnnkzl

samt eftersom X :na ar oberoende att

E (Yn> =

n

1 u 1 1
Var (Yn) nlnlnnkzzgvar( t) nlnlnnz Inlnn

Tjebysjovs olikhet séiger att P (|Y,, — E (V)| > €) < % Var (Y},). Saledes har vi fran ovan att
1

elnlnn

P(|Y,] >¢€) <

och detta visar att
P(|Y,] >¢€)—0, dan— oo,

eller med andra ord
Y, %0, din— .

Eftersom konvergens i sannolikhet medfoér konvergens i férdelning, har vi ddrmed adagalagt
att
Y, A 0, dan— oo,

vilket ju skulle visas.

Uppgift 6
Vi far for S(t) den karaktéristiska funktionen

N(t)
s (u) = B(e"5W) = B(E(exp(iuh Y | XiN(t)))) =
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= S (Bexpinn 32 X0)e ™ L = S o)) ()"t =
n=1 1 ’ n=0
= exp(At(p(uh) —1)).
b) Vi har
5202
o) =1~ 27 4 o(s?)
da s — 0. Med h% = 1)\ far vi
u?o?
o(uh) = go(u/\/X) =1- ) +o(1/A).
da A — oo. Detta ger
2,2
s (u) = exp(At(1 — ) +o(1/A) —1)) =
2 2 2ot

! + Mo(1/X)) — exp(—

)

2
da A — oo och detta #r ju karaktéristisk funktion for N(0,02t) och kontinuitetssatsen ger
det 6nskade resultatet.

= exp(—



