Kapitel 1

Bayesianska metoder

1.1 Oversikt

Vi har en storhet (parameter) 6 som vi vill t ex skatta, ge konfidensintervall
for eller utfora en hypotesprévning om. Denna parameter har i tidigare kurser
betraktats som fix men okénd. I Bayesiansk statistik sa uppfattas 0 i stéllet som
ett utfall av en stokastisk variabel © som har en fordelning (den s k a-priori-
fordelningen — a-priori=i foérvig) beskriven av t ex en sannolikhetsfunktion
eller en téithetsfunktion. Denna a-priori-férdelning kan t ex avspegla tidigare
skattningar av 6, men kan ocksa avspegla en subjektiv uppfattning om vilka
varde pa # som ar mest sannolika. A-priori-fordelningen kan ocksa avspegla en
genuin osidkerhet om parameterns virde genom att vi later den ha en likformig
fordelning.

Exempel 1.1 Pumpars felintensitet

Vi har ett forrad med pumpar som alla har konstant felintensitet. men dér
denna varierar mellan de olika pumparna. Vi véljer nu en pump pa mafa och
till denna pump hor en ”sann” felintensitet A. (Vi kallar parametern A i stéllet
for 6 av bekvamlighetsskél.)

Denna felintensitet A ser vi som ett framlottat viarde fran en stokastisk felin-
tensitet A. A-priori-férdelningen fér A beskriver da hur felintensiteten varierar
mellan de olika pumparna i forradet. Utfallet A av denna stokastiska felinten-
sitet beror alltsa av vilken pump vi rakat fa. Nar vi sedan tittar pa tiden till
ett fel pa pumpen sa har denna tid en Exp(1/\)-fordelning. Man kan uppfatta
det som en lottning i tva steg. Forst lottas en felintensitet A fram genom att vi
rakar vélja en viss pump, och sen blir det en slumpmaéssighet i tiden till forsta
felet beskriven av exponentialférdelningen som har just denna felintensitet A.O

1.2 Likelihood-funktion

Traditionellt formuleras en statistisk modell for n observationer 1, xo, - - - x,
som att z;:na dr ett utfall av (oftast oberoende) stokastiska variabler X, X,
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-+, X, vars simultana férdelning beror av en parameter 6 dvs t ex att man
anger
DXy XX (1, T2y -+ T3 0) (1,20, ,x,) € 2"
eller
Ixy X X, (X1, 0, - 23 0)  (21,29,...,2,) € R"
beroende pa om vi har diskreta eller kontinuerliga métdata.

Dessa sannolikheter (tdtheter) att fa de data vi fatt har vi i tidigare kurser
sett som en funktion av €, den s k likelihoodfunktionen L(x1,xo,- - ,x,;0).

Maximum Likelihoodmetoden (ML-metoden) innebér att vi som skattning 0
av parametern 6 tagit det viarde pa 6 som maximerat likelihoodfunktionen
L<x1a Lo, -, Tn, 0)

En Bayesian uppfattar i stéillet denna likelihoodfunktion (dvs sannolikhet eller
tiathet) som en betingad sannolikhet (tdthet) dar man betingat pa att © = 6.
Man vill nu "vénda pa” denna betingning och i stéllet fa fordelningen for ©
givet de observationer x1, rs, - - - , z, vi fatt. Man kanske minns fran grundkur-
sen att Bayes’ sats var ett verktyg for att ”vidnda pa” betingningar. Man kan
uppfatta detta som att man vill uppdatera a-priori-fordelningen for © med
de observationer x1,xo,- -+ ,x, vi fatt och pa sa vis erhalla férdelningen for ©
givet de observationer xy, o, - ,x, Vi fatt.

Om man skulle renodla skillnaden mellan en Bayesian och en icke-Bayesian
(frekventist) sa ser Bayesianen data (xz-n) som fixa medan parametern &r
slumpméssig, medan icke-Bayesianen ser parametern som fix medan data ses
som utfall av stokastiska variabler, dvs som slumpmaéssiga.

1.3 Bayes’ sats

Sats 1.1 Bayes’ sats
Om UX H; = Qoch H;NH; =0, i # j, dvs att H;:na delar upp utfallsrummet
Q 1 disjunkta delar sa géller att

P(H;,NA) P(A|lH;)P(H,,)  P(A|H;)P(H;,)

° P(A) P(A) S, PA|H;) P(H)
som kan anses som en formel som hjéilper till att "vianda pa” betingningar.
Jamfor figur 1.1. O

Denna sats visades redan tidigt i grundkursen men &r hér av avgérande bety-
delse. Bayesiansk statistik bygger helt och hallet pa anvindningen av Bayes’
sats.

Om vi later A = {X = x} och H, = {Y =y} (notera att da &r U2, H, = ()
och att de &r disjunkta) sa far vi (jamfér P(A|B) = P(AN B)/P(B) eller
P(ANB) = P(A|B)P(B))

X — ) — _ pxy(@y) _ pxv=y(@)py(y)
PY =y|X = 2) = pyix=.(y) (@) (@)
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Figur 1.1: Uppdelning av utfallsrummet € i disjunkta H;:n

_ pX|Y=y(517)pY(y)
220:0 pX\Y:k(x)pY(k>
Denna ”diskreta” formel har ”kontinuerliga” motsvarigheter ddr man pa lamp-

liga stéllen byter sannolikhetsfunktion mot téthetsfunktion. Vi har t ex (om
bade X och Y &r kontinuerliga)

oa(y) = @) ey @y) Py @)
o fx(z) fx(x) I Fxiy=u(@) fy (w)du

eller (om Y &r kontinuerlig och X &r diskret)

Fos(y) = P W) pxiy=y(2)fr ()
o px(2) I pxy=u(@) fy (u)du’
eller (om Y éar diskret och X &r kontinuerlig)
privealy) = D= W) =@y (y)
e fx(@) Yoo fxy=u(@)py (w)du’

Dessutom kan man gora flerdimensionella varianter av ovanstaende uttryck dér
vi alltsa betraktar X och/eller Y som flerdimensionella. Vi kommer hér att lata
Y sta for © och X sta for Xy, Xo, -+, X,, (om vi har mer &n en observation).

1.4 Nagra exempel pa likelihoodfunktioner

Vi ger hér ett antal elementédra (och forhoppningsvis bekanta) exempel pa
likelihoodfunktioner.

Exempel 1.2 Binomialfordelning
Vi har ett utfall x av X som vi anser vara Bin(n, ), dvs att

L(x;0) = pxje=o(x) = (Z) e(1—-0)"" x=012,---,n, 0<6<I1.

Har har vi alltsa bara ett enda méatdata z. O
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Exempel 1.3 Poissonfordelning
Vi har observationer x1,xs, -z, som ar utfall av oberoende Po(6)-fordelade
variabler

Xl,XQ, s Xn dvs

n
L(z1, @2, 203 0) = pxy X, Xoo=0(T1, T2y -+ Tp) = pri(xi; 0) =
i=1

n fri fGritrattan
=Ly ort=0 =)
O
Exempel 1.4 Normalfordelning
Vi har observationer x1, zo, - - - x,, som &r utfall av oberoende stokastiska vari-
abler X1, X,,---, X,, som alla ir N(m, c?), dvs med 6 = (m, c?) har vi
L(l’l, Lo, 0, Ty, 02) = L(fl,l'g, Tty T 0) =
= le,Xz,---,Xn\@:G(xla Ta, - an) = Hin(xﬁ m, 0) =
i=1
| (z; —m)? 1 - )
B E V2ro b (_ 202 ~(2m)n/2on P\ T ;@l -m)
O

1.5 A-posteriori-férdelning

Vi ser nu likelihoodfunktionen som en betingad sannolikhet (téthet) for mét-
data x1,x9, -+ ,x, givet © = #. Med hjilp av Bayes’ sats skaffar vinder vi
pa betingningen och erhaller foérdelningen fér © givet observationerna. Denna
fordelning for © kallas a-posteriori-férdelningen (a-posteriori = i efterhand).
Man kan uppfatta det som om man med hjilp av Bayes’ sats uppdaterar a-
priori-fordelningen med den information som métdata ger.

1.6 Nagra exempel

1.6.1 Binomial-férdelning

Exempel 1.5 Binomialfordelning — tvapunktsfordelning for ©

Lat X vara Bin(5,6) dér 6 i sin tur &r ett utfall av en stokastisk variabel ©
dédr P(© = 0.2) = 0.4 och P(© = 0.5) = 0.6. Vi har alltsa en lottning i tva
steg — dels en lottning om vilken sannolikhet © vi har och sen en lottning om
vad X blir. Vi kan se det som att X &r Bin(5, 0.2) med sannolikhet 0.4 och att
X &r Bin(5,0.5) med sannolikhet 0.6. Vi har a-priori-férdelningen som ldgger
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massan 0.4 respektive 0.6 pa virdena 0.2 respektive 0.5 for ©. Detta betyder
att vi har den simultana férdelningen

pxe(r,0) =P(X =2;0=0)=P(X =z|0 =0)P(© =0)

SO1m

5

T

pxol(x,0.2) = < >0.2$(1 ~02)°7.04, 2=0,1,2,3,4,5

och

5

T

px.e(z,0.5) = (

Om man nu observerar ett utfall x av X, t ex X = 4 sa 4r man intresserad
av fordelningen for © givet denna observation av X = 4. Denna fordelning for
parametern O givet observationen &r a-posteriori-fordelningen for © givet X =
4. Notera att likelihoodfunktionen anger sannolikheten for observationer givet
utfallen av parametern ©, medan a-posterioriférdelningen anger fordelningen
for parametern givet observationen. Denna ”vandning” av betingningen &r
precis vad Bayes’ sats tillhandahaller. Vi far da (med X = 4) att

>o.5x(1 —05)°7.06, 2=0,1,234,5

B P(X =406 =0.2)P(© =0.2)

 P(X=40=02)P(O©=02)+ P(X =4|0 = 0.5)P(© = 0.5)
()0.24(1 - 0.2)>*- 04
= = 1 i = 0.0266
(3)0.24(1 = 0.2)>*- 0.4 4 (})0.5%(1 — 0.5)>*- 0.6

och P(© = 0.5|X = 4) = 0.9734, dvs var a-prioriuppfattning om sannolikhe-
terna for 0.2 och 0.5 som parametervirden forédndras fran 0.4 resp 0.6 till att
bli 0.0266 resp 0.9734 da vi observerar X = 4, som ju tyder pa att © nog &r
ganska stort. O

Exempel 1.6 Binomialfordelning — allmdin diskret férdelning for ©

Pa motsvarande sétt skulle det fungera om vi hade en (diskret) a-priorifr-
delning for © pa vérden 6q,0s,03,--- beskriven av sannolikhetsférdelningen
PG =20;), ©=1,2,---. Om vi sen har att X &r Bin(n, 6;) sa betyder det
alltsa att X med sannolikhet P(© = 6;) &r Bin(n,0;), dvs att P(X = z|© =
0;) = (7)07(1 — ;)" - notera detta &r helt enkelt likelihoodfunktionen da
X =z for © = ;. Om vi nu observerar X = x sa ger detta for © a-posteriori-
fordelningen

B . P(X=2©0=10;,)P(© =10)
PO =0 = s P =6 - 0)P© = )

Detta gar naturligtvis utmérkt att rdkna ut i en konkret situation med t ex
Matlab. Man genererar en vektor theta som innehaller de olika 6;-vardena
och en vektor ptheta som innehaller P(© = 6;) pa gittret definierat av theta
samt en vektor pxtheta som innehaller vérdet av (7)67(1 — ;)" fér de olika
f;:na (och det observerade virdet x) samt skaffar sig vektorn



6 KAPITEL 1. BAYESIANSKA METODER
post=pxtheta.*ptheta/sum(pxtheta.*ptheta)

som da kommer att innehalla a-posteriori-sannolikheterna for de olika #;-na i
theta. Notera att operationen .* utfér multiplikationen av de tva vektorna
koordinatvis. Vektorn ptheta:s i-te komponent behtéver bara vara proportio-
nell mot P(© = 6;) och vektorn ptheta alltsa inte behéver summera sig till 1 i
den numeriska kalkylen eftersom de forekommer i bade téljare och ndmnare!C

Exempel 1.7 Binomialfordelning — kontinuerlig fordelning for ©
Pa samma sétt skulle en tithet fg(f), 0 <6 <1 som a-prioritdthet for © ge
upphov till a-posteriori-tatheten

foxon(0) = LA =210 =0)J6(0) | P(X =216 =6)[o(0) _
o|X=x px () fol P(X = 2|0 = u) fo(u)du

a0 rfe()
fol (Zf)uz(l —u)"* fo(u)du

Néamnaren i detta uttryck, alltsa

px(z) =P(X =12) = /0 P(X =z|0 = u) fo(u)du

ar ofta rétt besvérlig att rdkna ut for en given téathet, dvs for en given fo-
funktion. Darfor véljer man gédrna denna tédthet pa ett sadant sétt att inte-
gralen gar latt att rdkna ut. Speciellt gar det bra om man later © ha en s
k Beta-fordelning, som gor att a-posteriori-fordelningen ocksa blir en (annan)
Beta-fordelning. Mer om detta i samband med s k konjugerade férdelningar
som beskrivs i avsnitt 1.8 pa sid 10.

Observera dock det skulle ga bra numeriskt att utfora denna integration med
hjalp av Matlab genom att generera en ”diskretiserad” variant av téthets-
funktionen fo. Om man alltsa inte dr ute efter ett slutet analytiskt uttryck
for a-posteriori-férdelningen utan nojer sig med en numeriskt given funktion
ar intergrationsbekymret inte sa stort. Man approximerar téitheten med en
diskret fordelning och applicerar sedan (t ex i Matlab) Bayes’ sats for diskret
fordelning hos ©. Ett annat alternativ &r att utféora en numerisk integration.

Som exempel kan man ta situationen att x &r ett utfall av X som &r Bin(n, 6),
dvs pxje—s(z) = (1)0*(1 — 6)"*. Figurerna 1.2 och 1.3 visar a-posteriori-
fordelningarna for © om n = 10, = = 2 respektive n = 100, x = 20 da man haft
likformig fordelning pa [0, 1] for ©, dvs fe(d) =1, 0 < 0 < 1. Som jamforelse
kan man &ven i figur 1.4 se hur liten skillnaden blir om man som a-priori-
fordelning for © haft en linjirt vixande téthet, dvs fo(f) =20,0<6 <1. O
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107 A-posteriori for p i Bin—ford. — n=10 x=2. Likformig prior
T T T T T T T

Figur 1.2: A-posteriori-férdelning for p i binomialférdelning Bin(10, p) nér z =
2 observerats. Likformig a-priori-férdelning.

A-posteriori for p i Bin—ford. — n=100 x=20. Likformig prior
0.012 T T T T T T T

0.008

0.006 -

0.004

0.002-

Figur 1.3: A-posteriori-férdelning for p i binomialférdelning Bin(100,p) nér
x = 20 observerats. Likformig a-priori-férdelning.

1.7 Binomialférdelning

Om man vill rdkna exakt i Binomialférdelningssituationen blir det lite besvér-
ligare. Med rétt val av a-priori-fordelning kan det hela bli lite enklare.

Exempel 1.8 Likformig fordelning
Om man tar fo(f) =1, 0<6 <1 far man (efter enkla kalkyler) att

(n+1)! e
()= ——""—=0"(1-0)""for0<6<1
forx=a(0) zl(n —x)! ( ) orv=v=
en s k Beta(z + 1,n — z + 1)-fordelning. 0

Detta utgor ett exempel pa en lampligt vald a-priori-fordelning som gor a-
posteriori-fordelningen enkel. Vi infor en klass av fordelningar som visar sig
vara lamplig klass av a-priori-fordelningar for Binomialfordelningssituationen.
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A-posteriori for p i Bin—ford. — n=100 x=20. Linjart véxande prior
T T T T T T T

0.012

0.008

0.006 -

0.004

0.002

Figur 1.4: A-posteriori-fordelning for p i binomialférdelning Bin(100, p) nér
x = 20 observerats. Linjéart vixande a-priori-fordelning.

1.7.1 Beta-fordelning

Definition 1.1 En stokastisk variabel © sdiges ha Beta(r, s)-fordelning om

B L(r+s)
folw) = Fr(s)

w1 —wu) T for0<u<1

dir r,s > 0. Beta(r, s)-fordelningen har vintevirdet v/(r + s).

Hir dar T(r) = [;7t" 'e'dt — speciellt &r I'(n) = (n — 1)! (som erhélls med
hjilp av partiell integration). I-funktionen kan ses som en generalisering av
"fakultet” till &ven icke-heltal. Notera dock att I'-funktionen &r ”forskjuten”
en enhet i forhallande till fakultet. Den berdknas i Matlab med funktionen
gamma.

T ex dr Beta(1,1)-férdelningen samma sak som likformig fordelning pa inter-
vallet [0, 1].
Eftersom man har totalmassan 1 i de olika Beta-fordelningarna ser man att
1
L(r)I
/ ur—l(l _ u)s—ldu — (7’) (S)
0 L(r+s)

eller mer egentligt att koefficienten i Beta-fordelningens tédthet valts sa att
totalmassan &r 1. Av detta foljer ocksa att Beta(r, s)-fordelningen har vénte-
vérdet r/(r + s).

1.7.2 Beta-fordelning som a-priori-férdelning

Om nu vi for Bin(n, )-fordelade méatdata later 6 vara ett utfall av © som
ar Beta(a,b), dvs vi later © ha a-priori-fordelningen Beta(a,b) sa far vi a-
posteriori-fordelningen
_ pxje=0(®)fo(0)  pxje=o(T)fo(0)
Joix=2(0) = =

px() Jo Pxie=u(®) fo(u)du
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Vi ser att X
px(z) :/ Pxjo=u() fo(u)du =
0

- /01 (Z) (1 — u)“%uﬂu —w)’du =

Den sista integralen ser man &r

Nez+a)l'n—x+4+0b) T(z+a)l(n—x+Db)

FNz+a+n—z+0) F'(a+n+10)

som ger att

n) I'a+0b) I'(z+a)l'(n—x+0)
['(a)L'(b) F'(a+n+0b)
Detta ger da att

I(a+n+Db)
I'(z+a)l'(n—x+0b)

folx=s(0) = grrami(]  gyn-et=l

dvs att a-posteriori-férdelningen for © (givet X = x) ar Beta(z +a,n —x +b).
Speciellt ser vi att om a = b = 1 (dvs att vi har en likformig a-priori-fordelning
pa [0, 1] sa blir a-posteriori-férdelningen en Beta(x + 1,n — 2 + 1)-fordelning.

Faktum &r att dessa (réitt besvérliga) integrationer kan undvikas om man no-

terar att i () /,(0)
__ Pxje=0\T)]Jo
NG

utgor ndmnaren bara dr en normering sa att fo;x—(¢) verkligen blir en san-
nolikhetstéthet, dvs har totalmassa (totalintegral)=1.

Vi noterar att
_ pxje=0(z)fo(0)

forx=:(0) = M OREE
— (1)6™(1 — 0)""T'(a + b)g* (1 — 6)"* o gEHa—1(] _ gyn—u+b—1
B NOROING g (1 - gy,

dédr vi anvinder symbolen o< fér “proportionell mot”. Som funktion av 6 &ar
detta samma uttryck som for Beta(x + a,n — x + b)-fordelningen och alltsa
maste normeringen vara sadan att vi far just Beta(xz+a, n—x+b)-férdelningen.

Denna typ av resonemang dr mycket praktiskt och fungerar ju eftersom vi
bara ar intresserade av beroendet av 6 eftersom vi &r ute efter a-posteriori-
fordelningen for © dvs att fa ett funktionellt uttryck i 6. Allt ovrigt i ut-
trycket dr enbart att betrakta som en normering eftersom det &r en sannolik-
hetsfordelning (sedd som funktion av 6) vi ar ute efter!
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1.8 Allméint om konjugerade férdelningar

Vad man ofta vill gora &r att vélja a-priori-fordelningen som en lampligt vald
parametrisk familj som gor att a-posteriori-fordelningen tillhér samma para-
metriska familj.

Ovan sag vi att Beta-férdelningarna var sadana att om man hade en Beta(a, b)-
fordelning som a-priori-fordelning for © i Binomialférdelningssituationen, dar
X var Bin(n, ©), sa blev a-posteriori-fordelningen, da vi observerat X = z en
Beta(z + a,n — x + b)-fordelning.

1.8.1 Definition av konjugerad férdelning

Definition 1.2 Konjugerad fordelning

Lat familjen av a-priori-fordelningar fg(0) = fo(f;a) bero av en parameter
a = (o, 09, -, ). Antag att a-posteriori-férdelningen fo x—z tillhér samma
parametriska familj, dvs att

foix=2(0) = fo(0;8)

for ett annat varde pa parametern

B = ﬂ(a,l‘) = (51aﬁ2a T 7ﬁp)'

Da séges familjen fo(0,a) av tdnkbara a-priori-fordelningar vara konjugerad
till familjen av fordelningar Fx(z,0) for vektorn X O

Det fiffiga med konjugerade fordelningar ar alltsa att a-priori-férdelningen och
a-posteriori-fordelningen kan sammanfattas med hjilp av a respektive 8 dér
alltsa B typiskt beror av vara observationer x och a.

1.8.2 Exponentialférdelning

Om vi later A ha en I'(a, b)-fordelning och later X|A = X vara Exp(1/)\) dvs
att X har "felintensiteten” A dér A &r ett utfall av A som é&r I'(a, b) sa kommer
vi nedan att se att A|X = z kommer att ha en I'(a + 1,b + z)-férdelning.
Detta betyder alltsa att Gamma-fordelningarna ar konjugerade till familjen
av exponentialfordelningar. Vi har ndmligen nér A &r I'(a, b)

ba

a—1_—bA
) A e

fa(d) =
och (eftersom X|A = X\ var Exp(1/X))

fX‘A:)\(l') = e .

Detta ger att

) = 2R
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(vi haller bara reda pa A-beroendet!)

Jajx=2(A) o Ae_M—FZZa) N0

x )\‘16*(5+$)>\ — )\(a+l)fl€7(b+x))\
som (sett som funktion av \) alltsa séger att A|X = x maste vara I'(a+1, b+x).

Om vi alltsa har a-priori-fordelningen I'(a,b) for A och observerar X = x sa
blir A|X =z en ['(a 4+ 1,b + x)-fordelning.

1.8.3 Normalfordelning

Antag att vi har X; som dr N(m, 02) med og kiind. Om m &r ett utfall av M
som har en a-priori-férdelning som dr N(u, s?) sa far vi

fyuix=e(m) o< L(m;x) frr(m) = (H fx; (x| M = m)) fau(m) oc

o (~Z Y g (L)

20§ 252

1/n 1 nz/og + ju/s? 2
‘“"p< i(a_a+s_2) (m n/o+1/5

genom triviala med tidsodande kvadratkompletteringar. Detta uttryck kan,
som funktion av m, identifieras med téatheten for en normalfordelning bortsett
fran proportionalitetsfaktorer (som inte innehaller m) ndmligen

N(nm/aé—k,u/s2 1 >

njo2+1/s? "njod +1/s?

och detta maste alltsa vara a-posteriori-férdelningen for M dvs férdelningen
for
(M|X =) = (M|X1 =215 Xy = 29+ ; Xy = 1)

Slutsatsen &r alltsa att i denna situation &r normalférdelningarna sin egen
konjugerade fordelning.

Detta harvande med konjugerade férdelningar kan ha ett visst intresse for sig,
men utgdr ocksa en motivering for hur praktisk Markov Chain Monte Carlo-
simulering &r. I sadan simulering slipper man alla dessa komplicerade kalkyler
rorande konjugerade fordelningar utan man simulerar fram a-posteriori-for-
delningen med forvanansvérd enkelhet. For att fa tillborlig respekt for hur
praktiskt detta dr har vi darfor studerat hur komplicerat det ar att reda ut
detta med konjugerade fordelningar.
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1.8.4 A-posteriori-férdelning som ny a-priori

Néar man fatt en observation och kombinerar denna med a-priori-férdelningen
och darvid erhaller en a-posteriori-férdelning sa kan ju ténkas gora ytterligare
en observation. Om man da som a-priori-férdelning fér denna andra obser-
vation tar a-posteriori-fordelningen efter forsta observationen sa skulle man
erhalla en ny a-posteriori-fordelning. Denna blir precis samma som om man
med den ursprungliga a-priori-férdelningen gjort tva oberoende observationer
och da berdknat a-posteriori-férdelningen givet bada observationerna. I denna
mening kan man alltsa se a-posteriori-férdelningen som en successiv uppdate-
ring av a-priori-férdelningen med de erhallna observationerna.

Sats 1.2 Lat observationerna xi, s, - ,x, vara oberoende likaférdelade gi-
vet ©® = 6. Vi har a-priori-fordelningen fg(#) for ©. Man far samma a-
posteriori-fordelning med foljande tva betraktelsesétt:

1) Vi berdknar a-posteriori-fordelningen for © givet forsta observationen x; och
anviander denna a-posteriori-férdelning som a-priori-férdelning for © da data
nr 2 9 insamlas. A-posteriori-férdelningen givet detta xs anvinds sedan som a-
priori-fordelningen vid analys med hjalp av x3, osv dnda till sista observationen
L.

2) Vi beridknar a-posteriori-fordelningen givet hela observationsvektorn
T1,T9y"* ,Tp.

Bevis:
Lat f1(0|x;) vara a-posteriori-fordelningen efter att vi observerat z; och fo(6|xs)
vara a-posteriori-fordelningen efter man observerat x5 och har f;(f|z;) som a-
priori-fordelning. P s s later vi f;(0|x;) vara a-posteriori-fordelningen efter att
x; observerats fort = 1,2, --- noch vihar f;_1(6|z;_1) som a-priori-férdelning.
Vi far da

f1(0]x1) o< fo(0) fx, (71]0)
och

fo(Olza) o< f1(0]x1) fx, (72]0) o fo(O) fx; (21|0) fx, (22]0)

och pa samma sétt erhalls

Ju(Olan) o fr1(0l2n—1) fx, (2al0) o - - o fo(0) fx, (€1]0) fx, (22]0) - - fx, (2n]6).

A andra sidan giller att
fo(Olz1, @2, -+ 2p) < fo(0) fx) x5 X, (T1, T2, - -+, 20 |0) =
= oberoendet = fg(0) ﬁ fx,(z:]0)
i=1
och alltsa ger bada metoderna samma resultat. Faktum &r att i beviset behovs

inte ens antagandet att X; ar likaférdelade, men ddremot maste de vara be-
tingat oberoende givet 6. O
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1.9 Bayesiansk inferens

For en Bayesian uttrycker a-posteriori-fordelningen all information om var
uppfattning om © nér vi tagit hansyn till vara métdata och a-priori-fordel-
ningen. Man kan dven sammanfatta denna férdelning med t ex véntevérdet,
dvs E(O|X = z) eller medianen eller det virde (moden) som ger maximum
i tdtheten for a-posteriori-fordelningen. Oftast anvéinds just det betingade
vintevirdet E(O|X = x), dvs véntevirdet i a-posteriori-fordelningen och
denna skattning brukar kallas Bayes-skattningen é\Bayes. Man kan f 6 notera
att om man har en likformig férdelning (dvs fo(f) =konstant) som a-priori-
fordelning sa ar det just Maximum-Likelihood-skattningen som maximerar a-
posteriori-tatheten! Den vanliga skattningsteorin som bygger pa Maximum-
Likelihoodmetoden &r specialfallet att ha likformig a-priori-férdelning och skat-
ta med det vdrde som maximerar a-posteriori-tdtheten. Klassisk teori kan
darfor ses som ett specialfall av Bayesiansk metodik.

Om man i binomialférdelningssituationen har en Beta(r, s)-férdelning som a-
priori-férdelning for © och observerar utfallet X = z av Bin(n,0) sa sag vi
att a-posteriori-fordelningen for © blev en Beta(x + r,n — x + s)-férdelning.
Denna a-posteriori-férdelning har ett vintevirde som ar (r 4+ z)/(r + s + n)
och detta utgor da Bayes-skattningen §Bayes av ©. Man kan for 6vrigt notera

att
r+x n T r+ s r

/0\ p— p— . — .
Bayes r+s+n r+s+n n r+s+n r+s

dér z/n &r den traditionella ML-skattningen av 6 och r/(r + s) &r vintevirdet
av a-priori-férdelningen Beta(r, s). Bayes-skattningen av 6 ar alltsa ett viktat
medelvérde av ML-skattningen och a-priori-skattningen (dvs véntevérdet) dér
vikterna &dr n/(r 4+ s+ n) respektive (r+s)/(r +s+n). Man ser att om bara n
ar stort laggs nédstan all vikt pa skattningen som hérror sig ur data (dvs x/n).

1.9.1 Bayesianska konfidensintervall

Man kan ocksa gora Bayesianska konfidensintervall (credibility intervals) for
parametern genom att ta punkter i a-posteriori-férdelningen mellan vilka det
ligger t ex 95% av massan. Det finns dven andra alternativ som att vélja de
regioner dar a-posteriori-tiatheten ar stor och att avpassa omradet sa att totala
sannolikhetsmassan blir t ex 95%. Detta kan innebéra att ”konfidensinterval-
let” blir uppdelat i flera disjunkta delar om a-posteriori-fordelningen inte &ar
unimodal (dvs har mer &n en topp).

Det numeriska intervallet (a(z),b(z)) = (a(x1, 22, -, 2,),b(x1, 22, ,2,))
ar alltsa ett konfidensintervall for © med konfidensgrad 1 — o om

b(z)
Pla(z) < © < b@)|X = z) /( Jol01X =)0 =1~

dvs i ord just tva punkter a(x) och b(z) mellan vilka det finns massan 1 — «v i
a-posteriori-férdelningen for ©.
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Exempel 1.9 Bayesianskt konfidensintervall for normalfirdelning

Vi sag tidigare att om X; dr N(m,o?) dir oy dr kiind och m var ett utfall
av M och vi har N(u,s*) som a-priori-férdelning for M sa blev a-posteriori-
fordelningen for M givet observationerna x1, s, -« , Z,

N (n:i’/a(z) e 1 ) |

njog+1/s2 "njok +1/s?

Om vi later s — oo vilket svarar mot att vi véljer likformig fordelning for m
som a-priori-férdelning ser vi att a-posteriori-fordelningen f6r M blir N (z, 02 /n)
och det 95%-iga Bayesianska konfidensintervallet for m blir T £ Ag.2500/v/1
dvs det helt sedvanliga intervallet. Tolkningen av detta intervall ar alltsa att
mellan de tva grianserna finns 95% av massan i a-posteriori-fordelningen, dvs i
overensstammelse med den “naiva” (och felaktiga) tolkningen av konfidensin-
tervall som ett intervall som med sannolikheten 95% innehaller parametern.O

1.9.2 Prediktiv férdelning

A-posteriori-férdelningen &r ju ett sétt att beskriva fordelningen for parame-
tern © da man gjort observationerna x. Ett praktiskt sétt att utnyttja denna
a-posteriori-fordelning &r att studera fordelningen for en ny observation Xj.
Man definierar den prediktiva férdelningen som

fro (0l X = 2) = / Fxo(0l© = 0) fo (01X = z)db.

Denna integral innebér alltsa att vi som fordelning for X, tar en hopviktning av
tatheten for X for olika #-viarden med hénsyn till hur sannolika dessa 6-vérden
ar enligt a-posteriori-fordelningen.

Exempel 1.10 Lat N vara Po(\) da A = X\ ddr A &r I'(a,b). Vi observerar
N = n. Detta betyder alltsa att

och

Man far da att a-posteriori-fordelningen for A (dvs givet N = n) blir (dér vi
bara haller reda pa A-beroendet)

AN =n) < fA(M)P(N =n|A =) x
x )\a—le—b/\ . )\ne—)\ _ )\n-i-a—le—/\(b-i-l)
vilket alltsa innebér att A|N =n dr I'(n + a, b+ 1)-fordelad dvs att

)\n-l—a—l(b 4 1)n+a 1
I'(n+a)

JaQAIN =n) = PA> 0.
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Vi har forresten dérigenom i forbigaende visat att I'-fordelningarna utgor kon-
jugerade fordelningar till Poisson-férdelningen.

Vi far da den prediktiva fordelningen for en ny observation Ny till

P(Ny = no|N =n) = /OOO P(Ny = nolA = N) fa(A[N = n)d\ =

6_(b+1))\d>\.

/OO )"0 . )\n-{—a—l(b + 1)n+a
o 7o I'(n+a)

Detta ger efter en del enkla rédkningar att

_ b+t 1 T(ng+n+a)
P(NO_HO|N_H)_WR_NW’ 710:0,]_,27-...

Man kan notera att detta fungerar d&ven om N = 0, dvs vi kan fa fram den
prediktiva fordelningen dven da ingen héndelse observerats. Vi far for n = 0
att

b+1)* 1 TI'(no+a)

PWNo =nolN =0) = 53— 1 G gymea

som for a =1 och b =1 ger

P(N0:n0|N:O): n0:0,1,2,---

3TLO+1 ’

dvs t ex P(Ny = 0|N =0) = 2/3 och P(Ny = 1|N = 0) = 2/9. Detta betyder
att No| N = 0 i detta fall 4r Geo(2/3)-fordelningen.

Man kan jémfora detta med de problem en icke-Bayesian skulle raka i om han
observerar N = 0 och alltsa skattar A med A = 0. Ingen tror vil att andra
virden &n 0 dr omojliga?!

1.10 Hur viljs a-priori-fordelning?

Detta att man som Bayesian maste vélja en a-priori-férdelning dr bade en
svaghet och en styrka for de Bayesianska metoderna. Oftast kénns valet av
a-priori-férdelning ganska godtyckligt, men, glddjande nog, spelar valet for-
vanansvart liten roll i de flesta situationer. Det kan ocksa uppfattas som en
styrka att man kan viga in ”forutfattade meningar” om vilka parametervirden
som é&r troligast i sin a-priori-férdelning.

Oftast har valet av a-priori-fordelning dock mindre styrts av vad man haft
anledning att tro om parametern &n av att kalkylerna skall bli hanterliga
— speciellt har Bayesianer kint sig bundna av att halla sig till konjugerade
fordelningar.



16 KAPITEL 1. BAYESIANSKA METODER

1.10.1 Icke-informativa a-priori-férdelningar

En icke-informativ a-priori-férdelning for © &r i princip en likformig férdelning
for ©. Om de ténkbara vardena for © &r ett andligt intervall uppstar inga mate-
matiska problem. I binomialférdelningssituationen ar alltsa likformig fordelning
pa intervallet (0, 1) en sadan icke-informativ a-priori-férdelning. Skulle de ténk-
bara virdena for © vara ett odndligt intervall kan matematiska problem upp-
sta eftersom man inte kan definiera en likformig sannolikhetsférdelning pa ett
odndligt intervall. I och for sig behover inte a-priori-fordelningen vara normerad
sa ibland fungerar matematiskt en likformig “férdelning” (oéndlig totalmassa)
pa ett odndligt intervall men man kan stota pa problem i form av att dven
a-posteriori-fordelningen inte gar att normera.

Ibland kan man “fuska” och i stéllet ta likformig férdelning pa ett stort (men
dndligt) intervall (0, M) dar M valts sa stor att alla “realistiska” vérden pa ©
finns i intervallet. Om man t ex tror att realistiska vérden pa felintensiteten A
ar ca 1 kan man vélja a-priori-fordelning som likformig fordelning pa intervallet
(0,1000). Om man inte rdknar exakt utan har ténkt sig att utféra en nume-
risk kalkyl i t ex Matlab sa kommer man &nda att tvingas inskrianka sig till
ett andligt intervall. En annan vanlig teknik &r att vélja a-priori-férdelningen
som en sannolikhetsfordelning som &r “néstan konstant” — t ex kan man vélja
N (0,1000)-férdelningen eller I'(1073, 1073)-férdelningen beroende pa om man
vill ha “néstan” likformig fordelning pa hela z-axeln eller pa positiva z-axeln.

Hela begreppet icke-informativ a-priori-fordelning dr dock réatt skumt eftersom
de inte dr invarianta under omparametriseringar. Om man t ex har likformig
fordelning for standardavvikelsen o eller for variansen o2 sa kommer detta
att spela en viss roll. Pa samma sétt spelar det roll om vi anvander oss av
felintensitet A\ eller medellivslingd m = 1/\ som den parameter vi studerar.
Bada dessa val av parametrisering kan ju anses vara “naturliga”.

En annan vanlig invindning fran Bayesianer om godtyckligheten i a-priori-
fordelningar ar att en icke-Bayesian som baserar sin inferens pa t ex Maximum
Likelihood-metoden ”egentligen” &r en Bayesian som har likformig férdelning
pa parameter-rummet som a-priori-férdelning. Att detta i nagon man ar sant
inser man av att om man har konstant a-priori-férdelning sa blir a-posteriori-
fordelningen direkt proportionell mot likelihood-funktionen. Att anvinda sig
av ML-skattningen, dvs att maximera likelihoodfunktionen &r inget annat &n
att som Bayesian anvinda moden (dvs maximum) i a-posteriori-férdelningen
som skattning.



