Konstruktion av A-matris for tva-dimensionell normalférdelning.

Nym )=, () (o o)

Vi vill nu bestdmma a,b och ¢ sa att X, = m; +aZ, och X, =m, +bZ, + cZ, dar Z, och Z, ar
oberoende N(0,1).

Vi har V(X)) = a®. Vidare ar V(X,) = ¢,, = b*> 4+ ¢® och C(X,X,) = C(m, + aZ,,m, +bZ, +

cZ,) = ab eftersom Z, och Z, &r oberoende. Detta ger ekvationerna

Lat(X,Y)T vara
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Detta ekvationssystem har flera 16sningar ty vi far i den forsta ekvationen a = &, /¢;7. Vi kan t
ex ta a = \/¢;;. Den tredje ekvationen ger da b = ¢,,/a = ¢,,/,/¢;; som i andra ekvationen ger

2 =c,—b =c
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icke-negativt ar ekvivalent med att matrisen C &r positivt semidefinit, dvs att C' verkligen ar en
kovariansmatris. Att a, b och c ej ar entydigt bestdmda ar inget konstigt - vi skulle ju kunna byta t
ex Z, mot —Z, i framstéllningen ovan utan att nagot dndrades vad galler fordelningarna, eftersom

dven —Z, ar N(0,1).

— ¢iy/c;, som ger ¢ = +y/c,; —c3,/c; . Att uttrycket under rottecknet &r

Den som har sin linjdra algebra i farskt minne inser att det vi har gjort ar det som brukar kallas
Gram-Schmidts ortogonaliseringsforfarande. Detta ar ju ett sitt att maskinmaéssigt konstruera
ett ratvinkligt koordinatsystem (ON-system) for rummet som spanns av ett antal vektorer. Vi
uppfattar hiar de oberoende Z:na som enhetsvektorer och kovarians svarar mot en inre produkt.
Standardavvikelsen blir da en norm. Att verkligen kovariansen ar en mdjlig inre produkt beror pa
att réaknereglerna for kovarians ser ut som de gor. T ex sa géller

1) (X, X) =V(X) >0,

2)C(X+Y,2)=C(X,2)+C(Y, Z)

3) C(aX,Y)=aC(X,Y).

4) C(X,Y) = OV, X)

Vad vi alltsa gjort ar att vélja den forsta koordinatriktningen langs X, — m, och sen valt den
andra koordinatriktningen vinkelritt (dvs oberoende) mot den forsta i rummet som spanns av X,

och X,. Framstillningen ar alltsa ett siatt att beskriva X, —m, respektive X, —m, i detta nya
ortonormerade koordinatsystem definierat av enhetsvektorerna Z, och Z,.

Man kan notera att det naturligtvis gar lika bra att pa detta satt konstruera en A-matris for en
godtycklig C-matris som ar nan. Det minsta antal Z-variabler som beh6vs ar rangen for C, dvs
dimensionen for rummet som spanns av de n kolonnvektorerna i C'. Ett annat satt att se allt detta
ar att vi kan ta fran en sk LR-framstillning av C' dvs kan skriva C' = AAT déir A ér en triangulir
matris - vi kan alltsa hir ta R = AT,

Betingad normalfordelning

Detta kan nu anvindas for att ta fram den betingade férdelningen for X,|X, = z, pa foljande
sitt. Vi soker alltsa

P(X, <z|X, =x,) = P(m,+bZ, +cZ,|m, +aZ, =) =
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Eftersom Z, och Z, ar oberoende kan vi nu stryka betingningen och detta ger

X

:c—mQ—b

1—m

a

1

P(X,<z|X, =z,)=9

C

r,—m
vilket dr samma sak som att siga att X,|X, = x, dr N (m2 +bo1—1 c). Satter vi nu in de
a

erhallna forslagen pa a, b och ¢ erhalls
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For ovrigt bor man betona att det ar bara nar vi har en betingning av typen X, = x; som man

far normalférdelning. Alltsa ar t ex X2|X 1 < aej normalfordelad!
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