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1 Inledning

Borel-Cantellis sats dr en intressant och anvéndbar sats framfor allt for att
bevisa stora talens lag i stark form.

Vi betraktar en foljd héndelser A;, Ag, As,... och &r intresserade av fragan
om odndligt manga av dessa intréffar eller om mojligen bara ett dndligt antal
av dem intréffar. Vi bildar

k=n k=n

Att G, intraffar innebér att alla Ay for & > n intréaffar. Om det finns nagot
sadant n innebar det alltsa att fran och med detta n intraffar alla Ay, for & > n.

Med . -

“Ua=Una

= n=1k=n
innebar detta att om H intraffar finns ett n sa att alla Ay med k > n intraffar.
Ibland betecknas H med liminf Aj.

Att F,, intréffar innebér att det finns nagot Ay for £ > n som intréaffar. Om
F,, intraffar for alla n innebér detta att odndligt manga av Aj:na intréffar. Vi

bildar darfor
E= ﬂ F, = ﬂ U Ap.

n=1k=n

Om F intriffar, sa intraffar alltsa oéndligt manga av Ag:ma. Ibland skrives
detta lite behéndigt som F = {A,, i.0.} dér i.o. star for ”infinitely often”, dvs
oandligt manga ganger. F betecknas ibland med lim sup Ay.

Man noterar att F), avtar i n och att alltsa
P(E) = ﬂF fhmP(F)—hmPUAk

n—oo n—oo

n=1 k=n



Vi har dock enligt Booles sats att
P(U Ag) < ZP(Ak)
k=n k=n

och denna serie — 0 da n — oo om serien » | P(Ay) konvergerar. Detta
innebédr att vi visat foljande sats som kallas Borel-Cantellis sats.

Sats 1 Borel-Cantellis sats
Om > ° P(A,) < oo sa giller att P(E) = P(A, i.0) = 0, dvs att med
sannolikhet 1 intraffar bara édndligt manga A,,. O

Man kan notera att det i satsen inte krdvs nagon form av oberoende utan
satsen giller helt generellt.

Det finns en omvéndning av Borel-Cantellis sats om man antar att handelserna

Ay, As, ... ar oberoende.

Sats 2 Omuwvdndning till Borel-Cantellis sats
Om Ay, As, ... ar oberoende och

Z P(A,) =

sa géller att P(F) = P(A, i.0) = 1, dvs att det med sannolikhet 1 intréffar
odandligt manga A,,. O

Bevis: Vi har

P(() 4) = [T P4 = [T = P(An).

Eftersom 1 —z < e~ erhalls 1 — P(Ay) < e (%) och vi far

P 47) < exp(— 3 P(4y).

k=n

Omnu ), P(A,) = oo sa giller att serien i exponenten divergerar och man
far

Alltsa giller dven

som innebar att

oA 01— ) 10—

n=1k=n

dvs att odndligt manga Aj:n intraffar med sannolikhet 1. O



2 Nagra exempel pa tillimpningar

Exempel 2.1 Lat X, X5, X5... vara oberoende likaférdelade med kontinu-
erlig fordelning. Vi later

0 annars.

- :{1 om X, > X, for j=12,..n—1

Detta betyder att U, = 1 om X,, utgor ett "rekord”, dvs &r det hitills storsta
vérdet. Vi later 4, = {U, = 1}.

Man inser att P(U, = 1) = 1/n eftersom sannolikheten att det storsta av n
véarden skall komma i omgang n ar 1/n av symmetriskél. Vidare ar Ay, As, ...
oberoende. Vi har ju

och A,, och A,,;1N... A, & naturligtvis oberoende eftersom A,, bara beror
storleksforhallandena bland de forsta m av X-variablerna.

SLERES SERE

n=1
att P(A, i.0.) = 1 dvs oandhgt manga A, intriffar. Vi far odndligt manga
rekord — ett resultat som kanske (?7) dr sjilvklart. Vidare far vi

E(Z UnUn+1) = Z E(UnUn-i-l) = Z P(A”) ”+1 Z n n -+ 1

n=1 n=1 n=1

Vi far da eftersom

och alltsa &r Zfo U, U, dndlig med sannolikhet 1. Slutsatsen &ar att det bara
intréiffar ett dndligt antal ”dubbelrekord”, dvs rekord tva ganger i rad — ett
resultat som pa intet séitt ar trivialt.

Exempel 2.2 Lat X, X5, ... vara oberoende och likaférdelade. Da géller att

B(Xil) = [ P> ) = Z/ P(IXa| > 2)dr

< (|X1|>n<1+ZP|X|>n)

n=0 n=1

men ocksa

E(|X1)) Z/ |X1|>xd:p>ZP|X1|>n+1 > P(IX,| > n).
n=1

Om nu E(|X;]) < oo ser vi att Y -, P(|X,| > n) < oo som enligt Borel-
Cantellis sats medfor P(|X,| > n i.0.) = 0. A andra sidan, om E(]X;|) = oo
och alltsa Y 2  P(|X,| > n) = oo, sa ger omvéndningen till Borel-Cantellis
sats att P(|X,| > nio.) = 1. Om E(|X|) ar dndligt (respektive oéndligt)
kommer |X,,| att bli storre &n n odndligt manga ganger med sannolikhet 0
(respektive 1).



3 Bevis av stora talens lag i stark form

Vi later X, Xs, ... vara oberoende likaférdelade med E(X;) = m och V(X;) =
0? < oo och definierar S, = X; + X5 + --- + X,,. Vi dr intresserade att visa
att med sannolikhet 1 géller att S,,/n — m da n — oo. Detta betyder alltsa
att vi vill visa att s

P(lim =% = =1
(lim —==m)=1,

dvs att det finns en méngd Qy med P(£2) = 1 dér for varje w € Q giller att

S,
lim [— —m|=0.
n—oo N
Vi behover alltsa visa att for varje w € Qg och for varje e > 0 finns ett N(w,¢)
sa att om n > N(w,e) géller att |S,/n —m| < e. Det réicker att visa att

Sn .
lim P(]— —m| > e nagot n > N) = 0.
n

N—o00
Notera skillnaden mot stora talens lag i svag form, som séger att for alla e > 0

S

P(|—= —m| >¢) - 0dan— oo.
n

[ stora talens lag i stark form maste |S,,/n — m/| vara litet for alla tillrackligt
stora n for alla w € Qg dar P(£y) = 1. Vid slantsingling kan vi koda krona
och klave som 0 respektive 1, och kan identifiera ett w med ett pa mafa valt
tal pa intervallet [0,1] dér bindrbraksutvecklingen ger sekvensen. Vad stora
talens lag da sdger &ar att vi med sannolikhet 1 far ett tal sadant att andelen
L:or i sekvensen konvergerar mot 1/2. Det kan finnas "undantags”-w - t ex
ar vid slantsingling sekvensen 000 ... mdgjlig, men sadana undantagssekvenser
har sammanlagt sannolikhet 0.

Utan inskrankning kan vi anta att E(X;) = m = 0 eftersom vi annars kan
betrakta X; —m. Vi har V(S,,) = no?. Enligt Tjebyshovs olikhet giller

V(Sn) no? B o?

P(]S,| > ne) < (e~ e net

Tyvérr divergerar den harmoniska serien Y 1% 1/n sa vi kan inte anvénda Borel-
Cantellis sats direkt. Dock giller > 7" 1/n? < co och detta betyder att vi kan
anvinda satsen for n?, n =1,2,.... Vi har

2

2
P(|Sp2] > ne) < Ryl
- . . Sp : .
Alltsa géller enligt Borel-Cantellis sats att P(|—-| > ¢ i.0.) = 0 som visar att
n

(med sannolikhet 1) S2/n? — 0. Vi har alltsa lyckats visa att for delsekvensen
n?, n=1,2,... sa har vi konvergens med sannolikhet 1. Aterstar att reda ut
vad som kan hiénda mellan dessa n?. Vi definierar dérfor

D, = max |S,— Sy,

n2<k<(n+1)2

4



dvs den storsta avvikelsen fran S,2 som kan intréiffa mellan n? och (n + 1)2.
Vi far

(n+1)2-1
D? = Sk — Sp2)? < Sk — Sp2)?
n n%ili%)z{-s—l)?( k 2) < ]; ( k 2) )

dér vi gjort den grova uppskattningen att max(|z|, |y|) < (|| 4 |y|). Detta ger

Men E((Sk — Sp2)?) = (k —n?)o? < 2no? da n® < k < (n+1)? och det dr 2n
termer i summan och det ger

E(D?) < (2n)(2n)o* = 4n*o”.

Med Tjebyshovs olikhet ger detta

P(D,, > n%) < =

Alltsa géller D,,/n? — 0 med sannolikhet 1. Till slut ger detta for & mellan n?
och (n+1)?

|&| < |Sn2’ + D,, < |Sn2’ + D, _
k k n?

Detta innebér att vi lyckats visa att S, /n — 0 med sannolikhet 1. Vi har gjort

detta under tilliggsvillkoret att V(X;) = o, men med stor mdda kan man visa

att detta tillaggsvillkor ej dr nddvéandigt.

0.



