Laplacetransformer och centrala grinsviardessatsen

For att visa centrala gransvirdessatsen kan man anvédnda transformer av olika
slag. En sadan transform &r Laplacetransformen av fordelningar.

Definition 1 Laplacetransformen V(t) till fordelningen for en stokastisk va-
riabel X definieras av

Sone Fpx(k) om X diskret

[ e fx(x)dx om X kontinuerlig

\le(t) = E(e_tX) = {

Exempel. Antag att X dr standard normalférdelad, N(0,1). Vi erhaller

Ux(t) = / 6_m—_27re_3”2/2dx = Wors / e~ (@ H22) /20
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eftersom ¢(y) ar standard normalférdelningens tathet.

Man kan visa att Laplacetransformen &r entydig, dvs tva olika fordelningar
har olika Laplacetransformer.

Sats 1 a) Laplacetransformen for en translation av X dr

\I]aX+b(t) = \I/X (at)e*bt

b) Om X1, Xs,..., X, dr oberoende stokastiska variabler dr Laplacetrans-
formen for summan, produkten av de enskilda variablernas Laplacetranformer

Vx4 xp+4x, () = U, (1) Ux, (1) - U, ()

Speciellt giller att Vx, 1 x,+..+x, (t) = Vx(t)" om X -variablerna dr likafordelade
med laplacetransform U x (t).

Bevis. a) Vi har att U, x,,(t) = E(e” (X4 = et B(e=(@)X) = Uy (at)e .

b) Vi erhaller Wy, | x,4..1x, (1) = E(e " X1#X2+-4+X0)) — (oberoendet!) =
E(e ) E(e72) - E(e™) = U, (1) Wi, (t) - Ux, (t)

Exempel. a) Om X &r N(0,1) sa ar ju Y = X +m N(m,o). Harav
erhéller vi att Uy (¢) = e ™+7°*/2 enligt a)-delen i satsen.

b) Om X € N(mj,01) och Y € N(mgy,09) &r oberoende &r enligt enligt
b)-delen i satsen Wy y (1) = e MtHi/2. ommat+o3?/2 _ o= (mitma)t+ (o] +03)%/2
Men denna funktion ér ju Laplacetransformen av N (my + ma, /0% + 03), dvs
summan av tva oberoende normalférdelade variabler dr normalférdelad.



Vi skall nu anvinda Laplacetransformen for att illustrera bevis av centrala
gransvirdessatsen. Vi illustrerar bevistekniken i det fall att vi har en f6ljd av
oberoende exponentialfordelade variabler med vintevérde 1. Om X; &r Exp(1)
ar dess Laplacetransform
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)] t) = —tx —:cd - =
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och véantevarde och standardavvikelse dr bada 1. Laplacetransformen existerar
i detta fall for alla £ > —1.
Bilda nu
Xi+Xi+--+X,—n
vn

Laplacetransformen till Y,, dr da enligt ovan

Y, =

Wy, (1) = Bl RSN = R 1) = Y ()

Med hjélp av Taylorutveckling far vi da att

In(Uy, ())—t\/_+nln( t/\/_> tvn —nln(l+t/v/n) =
R (e — oy ) ) 24 H

dar H &r en begriansad funktion. Lat n — oo och man erhaller att

lim In(Wy, (£)) = 2/2 dvs Uy, () — /2

n—oo

Men denna gransfunktion &r ju Laplacen till N(0,1). Av den sk kontinuitets-
satsen foljer da att gransfordelningen for Y,, dr just standard normalférdelningen
N(0,1), vilket visar cgs i detta fall.

Ett problem med ett allmént bevis av cgs ar att Laplacetransformen inte
sikert existerar for nagot ¢t # 0. For ett allmént bevis brukar man darfor
betrakta Fouriertransformer i stéllet. Dessa kallas inom matematisk statistik
for karaktiristiska funktioner och defineras

o(t) = E(e"Y)
dér ¢ &r imagindra enheten. Karaktaristiska funktioner ar ett vésentligt verktyg
for att studera sannolkhetsférdelningar och undersoka konvergens.



