Karaktaristisk funktion och bevis av CGS

Gunnar Englund
Matematisk statistik
KTH

Vt 2005

1 Karaktaristiska funktioner

Vi definierar funktionen
ox(t) = E(e™), t € R

som kallas den karaktéristiska funktionen for X. Eftersom e = cos(tx) +
isin(tx) giller att ¢x(t) = E(cos(tX)) + iE(sin(tX)) vilket ocksa visar att
karaktéristiska funktionen ér valdefinierad for varje férdelning. Karaktéaristiska
funktion blir fér en férdelning med téathet fx

b (1) = /_ Z ¢ fy (2)da

sa ¢x ar Fourier-transformen av tdthetsfunktionen. Den som kan sin Fourier-
analys vet att det finns en inversformel

Fr(z) = % /_ it (1)t

som visar att tdtheten dr bestdmd av karaktéristiska funktionen i detta fall.
Man kan allmént visa att den karaktéristiska funktionen entydigt bestdmmer
fordelningen, dvs om ¢x(t) = ¢y (t) sa har X och Y samma foérdelning.

Den centrala anvindningen av karaktaristisk funktion ar att vid summering av
oberoende variabler som ju svarar mot operationen faltning av fordelningarna
sa blir karaktaristiska funktionen for summan helt enkelt produkten av de
karaktéristiska funktionerna for termerna. Vi har ndamligen foljande sats.

Sats: Om X och Y &ar oberoende sa blir
Ox4y () = ox(t)py (t).
Bevis:

bxy(t) = BE(e™XH)) = B(eX ) = (oberoendet) =
E(e"™)E(e"™) = ¢x(t)oy (¢).



O

Detta innebér att om S,, = X7 + Xy + - - - + X, dér X;:na ar oberoende blir

b5, (t) = dx, (D) dx,(t) . .. dx, (1)

Speciellt enkelt blir det om X;:na dessutom har samma férdelning och dérigenom
samma karaktéaristiska funktion ¢y for da blir

s, (1) = (ox(t))".
Vi har dven foljande enkla rikneregel for linjéra transformationer:
¢aX+b (t) _ E<€it(aX+b)> _ eith<ei(ta)X) _ eitb¢X (at).

Hur ser da den karaktéristiska funktionen ut for olika férdelningar? Den vik-
tigaste #r N(0,1)-férdelningen med tithet f(z) = e **/2/y/2x. Vi far ka-
raktéristiska funktionen

< 1 2
o(t) = / et ——e 2y,
o V2m

Denna integral &r lite klurig att berdkna men om vi deriverar m a p ¢ och litar
pa att detta kan goras under integraltecknet erhaller vi

& . 1 2 o ; 1 2
o' (t) = / iz ——e " 2y = —ie —— (—ze /) da =
5o V2T o0 V2

(partialintegration) =
o 1 N 00 ,
- itw  —x? /2 2, itw —x2 /2 .
— ——te e dx — —i“te""e der =0 —1to(t).
‘oo V2m /_ - (t)

Vi erhaller alltsa diff-ekvationen ¢'(t) + t¢(t) = 0 som har integrerande faktor
e”*/? dvs vi kan skriva den

d t2/2

@ ) =0

som ger ¢(t) = Ce "/2. Eftersom ¢(0) = E(e"*X) = E(1) = 1 & C = 1 och
vi har erhallit foljande viktiga resultat.

Om X ir N(0,1) géller att ¢y (t) = e */2,

Vi har ytterligare en viktig egenskap hos karaktéristiska funktioner, namligen
att om en svit av dem konvergerar mot en funktion som ar en karaktéristisk
funktion sa konvergerar motsvarande férdelningar. Alltsa géller foljande sats
som Vi ej bevisar.

Sats: Om X; har karaktéristiska funktionen ¢, (t) fori = 1,2,... och ¢x, (t) —
¢ox(t) dar ¢x(t) dr karaktéristisk funktion for en sannolikhetsférdelning sa
giller att P(X,, <z) — P(X <z)dan — oo for alla x sadan att P(X < z)



ar kontinuerlig i z. Detta innebér att fordelningen for X, konvergerar mot
fordelningen for X. O

Det ér denna typ av fordelningskonvergens som dyker upp i Centrala Gréns-
vardessatsen.

Karaktaristiska funktioner kan ocksa anvindas for att berdkna moment. Vi
har ju serieutvecklingen e'* = 1 + itx + (itx)?/2 + ... som visar att

ox(t) =1+ itE(X) —t*E(X?)/2 + ...

2 Bevis av Centrala Gransvardessatsen

Lat nu X1, Xs, ... vara oberoende likafordelade med véntevarde p och varians
o?. Vi ér intresserade av fordelningen for S, = > 1 X;. Vi vet att E(S,) = nu
och V(S,) = no?. Vi far da

s, (1) = (¢x(£))".

Det kan vara lampligt att centrerera variablerna genom att betrakta X; — p i
stéllet for X; som ger

Gsp—nu(t) = (px—u(t))"
och
Cb(Snfnu)/U\/ﬁ(t) = (CbX—u(t/U\/ﬁ))n'

Men enligt momentkalkylen ovan erhalls (ty F(X —u) = 0 och E((X —p)?) =
V(X) =07

t2
dx_p(t) =1+it-0— 502 + o(t?),

och

bx—pu(t/ovn)=1— % + o(t*/n).

Eftersom (1 —a/n + o(1/n))"™ — e~ erhalls

" t2 W g
O(s, - oyi(t) = (@x-u(t/ov/n)" = (1= o+ ot /)" — ™ /2.
Eftersom e~**/? éir den karaktristiska funktionen for N(0,1)-férdelningen giller

alltsa att fordelningen for (S,, —nu)/o+/n konvergerar mot N(0,1)-fordelningen
vilket &r precis vad Centrala gréansvirdessatsen séager.



