En andlig Markovkedja har minst en sluten irreducibel delklass

Definiera relationen x pa elementen i tillstandsrummet E genom att lata
(1) ixi
(2)ix jomi« jfori#j

dar ¢ «» j betyder att p( ") > 0 och p(m) > 0 for nagra n och m, dvs att man har dubbelriktad
kommunikation mellan ¢ och J- Relatlonen X stammer alltsa Overrens med < sa nar som pa att
i X 7 som ju inte behover innebéara att vi kan komma fran ¢ tillbaka till 4.

Denna relation x &r en s k ekvivalensrelation (likhetsrelation) dvs den uppfyller
a) (reflexivitet) i x ¢

b) (symmetri) Om ¢ x j sa géller j x i

¢) (transitivitet) Om i x j och j x k sa géller i x k.

Ekvivalensrelationer innehaller ”essensen” av begreppet ”likhet”. Som exempel pa en ekvivalens-
relation pa mangden av méanniskor skulle man kunna ta relationen ”att vara helsyskon” om man
inbegriper att man betraktas som helsyskon med sig sjalv - detta for att reflexiviteten skall vara
uppfylld. Symmetrin och transitiviteten ar ocksa uppfyllda. Déremot skulle relationen ”att vara
hel- eller halvsyskon” ej (sékert) vara en ekvivalensrelation eftersom transitiviteten ej nédvéandigtvis
behover vara uppfylld. Man kan ju ha ett halvsyskon som i sin tur har ett halvsyskon som man
inte sjalv ar halvsyskon med!

For relationen x ovan, foljer de tva forsta egenskaperna omedelbart och den sista foljer ur det

(nm) 5 (), )

faktum att p,, ii Pk (en konsekvens av Chapman-Kolmogorovs sats).

Sats: En ekvivalensrelation delar in F i disjunkta delméngder dar x géller inom varje sadan
delméngd. Dessa delmangder kallas ekvivalensklasser.

Bevis: Lat K, = {j € D : j x i} dvs K, bestar av de tillstand som har relationen x med i.
Uppenbarligen galler att U,_, K, = E eftersom atminstone 7 ingar i K.

Om i x j sa maste K, = Kj ty om k € K, sa giller att k x i dvs (enligt transitiviteten) k x j dvs
ke Kj. Detta betyder att K, C Kj och pa samma sétt inses att Kj CK,dvs K, = Kj.

Om a andra sidan i x j inte galler sa kan inte K, N Kj #0tyomke K, N Kj sa géller k x ¢ och
k x j dvsix k och k x j dvs (enligt transitiviteten) ¢ x j men detta strider mot antagande att
i x j inte skulle gilla. Detta betyder att K, N K; = 0.

For ekvivalensrelationen ”att vara helsyskon” innebar detta att manskligheten delas in i disjunkta
helsyskon-skaror! Ovanstaende betyder for relationen x att vi kan dela upp F i en disjunkt union
E=K i UK i UK P UK 5, avrst delméngder. Varje sadant Kij har fullstandig kommunikation
inom sig och vad som aterstar att visa ar att atminstone nagon av dem ar sluten. Vi antar darfor
att ingen av dem ar sluten och visar att detta leder till en motsédgelse. K, ar alltsa ej sluten och
leder darfor till &tminstone nagon annan, t ex K, . Denna ér e heller sluten men vi kan notera att
den ¢j kan ha nagon forbindelse med K; for da skulle de har dubbelriktad forbindelse. Om nagot
element i K; ledde till nagot element i K, sa skulle (p g a transitiviteten) alla tillstand i K,

kommunicera med alla element i K; och delmangderna skulle ej vara disjunkta. K, maste alltsa ha
forbindelse med nagon annan (t ex K ) och denna kan i sin tur ej ha forbindelse med K, eller K, .

Nér vi pa detta satt kommer till den 51sta K, sa skulle den inte vara sluten men den far ej heller
ha forbindelse med nagon av de tidigare. Det finns da i ingen ytterligare delméngd som den kan ha
forbindelse med. Notera att detta att vi kommer till en sista delméngd beror pa att E ar andlig.
Om F ej skulle varit andligt skulle beviset spricka och det finns ocksa oédndliga Markovkedjor utan
slutna irreducibla delklasser. Ett sadant exempel ar kedjan som (deterministiskt) hoppar fran i



till ¢ + 1 - den saknar uppenbarligen irreducibla delklasser 6verhuvudtaget och den enda slutna
delklassen ar E sjilv!



