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Hér presenteras en anvéindbar och ldttanvéand feluppskattning for felet man
gbr da man approximerar en sanna fordelningen for en ergodisk Markovkedja
med den asymptotiska fordelningen. Den bygger pa att vi konstruerar ett av-
standsmatt mellan sannolikhetsfordelningar och sen visar (under ett praktiskt
och lattverifierat villkor) att ett tidssteg framat i tiden ger en avbildning som
ar kontraktiv.

Sats: Lat m; = min;ep p;j, dvs att m; dr minimum (infimum) av kolonn j i
overgangsmatrisen P. Om w = (m;, i € F) ar den asymptotiska fordelningen
sa géller oavsett fordelningen for X (initialfordelningen)

M IP(X, =) —m <2(1 =) my)".
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Speciellt ser vi att [P(X, =) —m| < 2(1— ) .. m;)". Vidare betyder detta
att om nagon kolonn i P &r strikt positiv sa att 1 — > jerp ™y < 1sa gar felet
mot 0 exponentiellt snabbt i n.

Exempel: Med matrisen

2/3 1/9 2/9
P=1|1/9 2/3 2/9
1/6 1/6 2/3

som har stationéra (och asymptotiska) férdelningen w = (0.3,0.3,0.4) far man
my = 1/9, my = 1/9 och mg = 2/9 och alltsa 1 — 3, ,m; =1-4/9 =5/9
och alltsa |P(X,, = i) —m| < 2(5/9)" som for n = 50 ger maximala felet
3.45-1071 for t ex P(X50 = 1) —0.3. Om man i t ex Matlab beridknar P far
man att t ex P(X50 = 1| Xy = 1) — 0.3 = 0.8567 - 10713, dvs att den erhallna
feluppskattningen &r mycket skarp.

For att erhalla resultat i satsen infér vi normen ||z|| = >, 5 |2;| for vektorer
x = (x;, 1 € F). Avstandet mellan x = (z;, 1 € F) ochy = (y;, i € F)
ar alltsa ||z —y|| = > ,cp |z — yi|- Speciellt dr vi intresserade av detta nér
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vektorerna dr sannolikhetsvektorer, dvs beskriver sannolikhetsfoérdelningar pa
E. Detta avstand brukar ofta kallas “totalvariationsavstandet”. Vi ser att for
sannolikhetsvektorer ar ||z — y|| < 2 enligt triangelolikheten och eftersom

YiepTi=1loch Y gy =1

Vad som nu &r intressant ar att om vi startar kedjan med tva olika initi-
alfordelningar p respektive ¢ som har avstandet |[p —q|| och stegar ett tidssteg
framat och alltsa har férdelningen pP respektive ¢ P sa géller att

lpP —gP|| < (1= my)llp - gl
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vilket vi strax skall visa. Man brukar kalla P en kontraktiv avbildning da den
minskar avstandet med en sadan faktor nér denna &r < 1. Detta betyder att

lpP" —qP|| < (1= m;)"|lp 4l
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som innebér att om vi later ¢ = w=stationdra férdelningen och noterar att
|lp — || < 2 sa erhalls feluppskattningen i satsen.
Aterstar att visa att avbildningen P &r kontraktiv. Vi far

lpP —qP|| = |(®P); — (@P);l =Y _|> pipij — Y _ aipij| =
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Man ser att ) .(p; — ¢i)a =a)_.(pi — ¢) = a(1l — 1) = 0 sa vi kan subtrahera
ett godtyckligt tal fran p;; i uttrycket ovan och erhaller om vi drar bort a; att

PP —aPl[ =) 1> (i — )b —ap)l <Y i —ail Y Ipij —a
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Vi tar nu som a; = m; = min;ep p;; dvs som j:te kolonnens minimum och
inser da att p;; —m; > 0 sa |p;; — m;| = p;; —m; och vi far

lpP —qP|| <> Ipi—ail D (i —my) =Y lpi — ail (1= my) =
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lp— ql[(1 = my).
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Man kan anvénda ovanstaende teknik for att visa att om nagon kolonn &r strikt
positiv sa ar kedjan ergodisk. Skulle ingen kolonn i P vara strikt positiv, dvs
att alla m; = 0, kan man studera P* fér nagot k och hoppas att denna matris
(k)

har nagon kolonn med minimum> 0. Vi far da med m;” =minimum av j:te

kolonnen i P*

[pP" —x|| = [[pP" M/ (PH)H || = ||/ (P})IM || < 2(1-) " ml®)) /M
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dir [a] =heltalsdelen av a och p’ = pPm=*r/k,



