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Figur 1: I(X(t) = 4) dvs variabeln som indikerar om processen ér i tillstand i
eller ej.

En Markovprocess (X (t); ¢ > 0) i kontinuerlig tid séges ju vara ergodisk
om limy ., P(X(t) = i) = m; for i € E for en fix sannolikhetsfordelning
m = (m, i € E) oavsett startfordelning. Man kan visa att detta betyder
att tidsmedelvirden Gverensstammer (med sannolikhet 1) med ensembleme-
delviarden dvs att man far 7; genom att titta pa andelen av ett langt tidsin-
tervall som processen ligger i tillstand ¢ dvs att man har
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T = tlirgo— i I(X(u) =1)du

dér I(X(t) =4) = 1 om X(t) =i och 0 annars. Se figur 1. Integralen kan ju
tolkas som andelen av tiden som processen ligger i tillstand 7.

Vi fixerar nu ett tillstand ¢ och betraktar en cykel, dvs tiden fran det att
processen gar in i ¢, ligger i ¢ en stund, sedan lamnar ¢ och besoker att antal
tillstand innan den atervéander till 7. Vi later Wy vara tiden man ligger i 4
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och U; tiden man besoker andra tillstand innan man atervander till 4. Vidare
later vi V; vara den sammanlagda tiden man under utflykten ligger i j. Dessa
storheter framgar av figur 2!
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Figur 2: Definition av tider i en cykel.

I nésta cykel kallar vi motsvarande storheter Wy, Us och V5 osv. Enligt Markov-
egenskapen ar Wi, Ws, - - - oberoende likaférdelade och pa motsvarande sétt ar
Uy, Us, - - oberoende likafordelade (de &r t o m alla oberoende). Vidare &r
Vi, Va, -+ oberoende likaférdelade och de &r t o m oberoende av Wy, Ws, - - -
medan naturligtvis V-na och U-na &r beroende.
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Enligt stora talens lag géller att W,, = —(W; + Wy + --- + W,,) konvergerar
n

mot E(W) (med sannolikhet 1) da n — oo och pa motsvarande séitt kommer
W, + U, — E(W +U) da n — oo och vi erhaller

1 t
T = tlim - | I(X(u) =i)du =
—00 0
Wi+ Wy + -+ W, W, E(W)

= lim = lim —

n—oo Wi+ Uy +Wod U+ -+ W, +U, n-cW,+U, EW)+EU

som ju ger
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dér 1/¢q; = E(W) &r forvantad uppehallstid i tillstandet i och E(T;) = E(W +
U) ar forvantad tid mellan tva intraden i tillstand i.

Pa samma satt ser vi att




och eftersom V,, = E(V) di n — oo erhaller vi resultatet att E(V) = ;/(miq;)
dér alltsa E(V)=forviantad tid processen tillbringar i tillstand j mellan tva
besok i tillstand i.



