Alternativ berdkning av vantevarde

Foljande sats ger en alternativ formel for att berdkna vantevarde av en stokastisk variabel X.

Sats: Lat F' vara fordelningsfunktionen till en stokastisk variabel X. Da ar

0 oo
E(X) :—/ F(x)dx—f—/o (1 —F(z))dz

— 00

Likheten skall tolkas som att om det ena ledet existerar, existerar det andra och ar lika.

Bevis. Satsen géller alltid, oavsett om X &r diskret eller kontinuerlig eller ingetdera (t.ex. bland-
ning av diskret och kontinuerlig stokastisk variabel). Vi visar satsen enbart for fallet kontinuerlig
stokastisk variabel.

Vi har att

E(X):/OO xf(m)da::/o a:f(x)d:c—i—/ooa:f(a;)dx

—00 —00 0

dar f &r tdthetsfunktionen. Vi betraktar den sista integralen och integrerar partiellt. Lat A vara
positivt (vi later sedan A ga mot o).

A A A
/ of(z)de = [—z(1 — F(z))5 + / (1 - F(z))dz=—-A(1—-F(A)) + / (1 - F(x))dx
0 0 0

Om vénteviirdet existerar giller att 0 < A(1 — F(A)) = A [, f(z)dz < ["zf(z)dz — 0 da
A — oo. Om a andra sidan fooo(l — F(x))dx ar konvergent ar visar likheten ovan att ocksa
fooo xf(x)dzx &r konvergent eftersom véansterledet ovan ar vixande i A och mindre &n eller lika med
J,S(1 = F(x))dz. Lat dérfor A — oo och vi erhaller

oo o
/ xf(x)dx:/ (1 - F(x))dz
0 0
Integralen Gver negativa z-axeln behandlas pa liknande sitt. Detta visar satsen.

Om X &r en heltalsvariabel &r F'(z) konstant mellan heltalen och man erhaller i detta fall att
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E(X)=— Y F()+Y (1-F(k))
=0

k=—o00

Om X &r en icke-negativ stokastisk variabel forsvinner naturligtvis den forsta integralen respektive
summan i formlerna ovan.

Vi tillampar detta pa ett yatzy-exempel. Lat Y vara antalet kastomgangar med fran borjan 5
tarningar, tills alla visar sexa. En kastomgang gors med de tdrningar som dittills inte visat sexa.
Om vi later X, vara antalet kastomgangar med tarning nummer ¢. Man inser att

Y =max(X ;i =1,2,3,4,5) dir vi antar X, :ma oberoende. Hérav fas att

Fy(x)=P(Y <z)=PX,; <2, X, <2, X; <2, X, <2, X, <w, X, <12)=
N2, (P(X, <o) = (1- P(X > 2))°

dér X &ar antalet kast med térning tills den visar sexa. Men P(X > k) ar héndelsen att de k forsta
kasten visar icke-sexa varfor P(X > k) = (5/6)F. Hirav fas att
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Fy (k) = (1-(5/6)")° = (binomialsatsen) = 1— (f) (D) (;) (Bye- (2) Gy (Z) (2)4k_(2)5kl

Utnyttja nu att > po 2™ = Y27, (z™)* = (geometrisk serie med kvot 2™) = = och man

1—axm™
erhaller efter en del raraknande att

BY) =3 (1~ Fy(0) = gj ()&= ()& ()= () + &
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