Tolkning av dvergangsintensitetsmatris

Foljande resultat och resonemang ar av relevans for hur man kan uppfatta 6vergangsintensitets-
matrisen () for en diskret Markovprocess i kontinuerlig tid.

Lat T}, T,,---, T, vara oberoende stokastiska variabler dar TJ ar Exp(/\j), ji=1,2,--- n.

Lat vidare T' = min(7,T,,--- ,T, ) dvs T & den minsta av T,:na och L = j om Tj ar minst av
T,,T,,---,T, . Alltsa &r T den minsta och L numret pa den minsta av T\, 7T,,---,T .
Forst kan man notera att L &r véldefinierad (med sannolikhet 1) eftersom T,,7,,---,T, har

kontinuerliga fordelningar sa sannolikheten for ”dubbeltraff” &ar 0.
Foljande tre pastaende ar sanna
a) T ar Exp(3-] \,)

A
b) P(L:j):ﬁ

¢) T och L &r oberoende stokastiska variabler.

Kommentar: Detta kan i en Markovprocess tolkas som att det fran ett visst tillstand finns ” virtuella”
hopptider T, T,,--- ,T, (som &r oberoende exponentialfordelade) till ett antal olika tillstand och
det hopp som i verkligheten blir av ar till det tillstand som hor ihop med den minsta av dessa
"virtuella” hopptider. L ar alltsa vart man hoppar och T ar tiden d&a man hoppar. Dessa ar alltsa
oberoende och sannolikheten att hoppa till de olika tillstanden ar proportionell mot de olika /\j:na.

Uppehallstiden har ett véintevérde som &r 1/ """ A, dvs 1/summan av icke-diagonalelementen i Q.

Bevis:
a) Vi har
PT<t)=1-P(T>t)=1-Pmin(T},T,,---,T)=1-P(T, >t;T, > t;--- ;T >t)=

= (oberoendet) = 1 — P(T, > t)P(T, > t)--- P(T, > t) =1 —e Me ?2l...e7 ! =

=1—exp (—ti/\z) .
i=1

Detta innebér att T" &r Exp(D ;" X;).

b) Vi konstaterar forst att om U och V' &r oberoende Exp(\) respektive Exp(u) sa géller att
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Detta ger nu tillimpat med U =T} och V' = min(7", T.

0 T. ., T ., ,T ) som ar Exp(\.)
respektive Exp(}_, £ A,) att

2 i n g

P(L=j) = P(T, = T) = P (T, = min(T}, T, ,T,)) =

J J

)\j + Zi;ﬁj >\i Zz A

A A
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:P(Tj<min(T T, ..T. T . - ,T)

c) Nar vi skall visa att L och T" &r oberoende sa skall vi alltsa visa att

P(L=j;T <t)=P(L=j)P(T <?t).
Notera att {L = j;T < t} betyder T; dr den minsta och att T, <t. Alltsa far vi

P(L=j;T <t) = P(T; ST, < min(Ty, Ty, T4, Ty, T,)) = (rita figur) =

/Otdu/uoo)\jexp(—)\ju) ZAZ. exp —UZ)\i dv =

i#j i#£j

t t n
= )\j/o exp (—)\ju> exp —uZ)\i du = /\j/0 exp <—u;)\i> du =

i#]
A

= ﬁ (1—exp (—t;/\i>> — P(L=j)P(T <)

eftersom vi visste fran a)-delen att 7" &r Exp(}_; A;). Alltsa har vi visat c)-delen.

Resultatet i ¢)-delen &r kanske det mest forvanande. Eftersom de olika T’;na har olika intensiteter
(dvs olika véntevéarden) skulle man méjligen kunna forledas att tro att det finns information om
vilken som blev minst av att fa veta hur liten den minsta blev. Detta ar alltsa inte fallet! Kontentan
av c¢)-delen vad géller Markovprocesser ar att hur lange man ligger i ett tillstand och vart man
hoppar ar oberoende av varandra. Man kan dérfor (t ex vid simulering av en Markovprocess)
forst ta fram en uppehallstid i det aktuella tillstandet (vars intensitet=1/véntevirde anges av
(minus) diagonalelementet 1 Q-matrisen) och sen oberoende lotta om vart man ska hoppa och da
gora det med sannolikheter proportionella mot Gvergangsintensiteterna, dvs elementen vid sidan
av diagonalen i ()-matrisen for den aktuella raden.



