Allméan metodik att hirleda konfidensintervall

Vi har data x ,z,, - -,z som vi ser som utfall av stokastiska variabler X , X,,---, X vilkas
fordelning paverkas av en parameter ©.

Ett konfidensintervall med konfidensgraden 1 — « (typiskt 95% dvs att o = 0.05) fér parametern
© ar ju ett numeriskt intervall

(a(x17$27 e ,$n), b(l‘l, x2> e ,.Z'n))
dar funktionerna a respektive b skall vélja sa att

Pa(X,X,, -+, X,)<O <X, X,,-,X))=1—o
Detta betyder att det numeriska konfidensintervallet ar att betrakta som ett utfall av det stokastiska
intervallet
(a(X17X2> e 7Xn)7 b(Xlanv e 7Xn))

och konfidensgraden anger sannolikheten att det stokastiska intervallet innehaller ©. Konfidens-
graden anger alltsd sannolikheten att metoden att rékna ut konfidensintervallet fungerar, men ar
inte en utsaga om det enskilda numeriska konfidensintervallet.

Det finns en standardiserad metodik i 5 steg som (néstan) maskinméssigt tar fram funktionerna a
och b, dvs som producerar konfidensintervall. Formelsamlingen utgor en rik kélla av tips vad géller
det praktiska genomférande av dessa 5 steg. Dessutom finns hjélpresultat som genomfér stegen
3-5 1 ett svep. Nedan beskrivs dessa 5 steg forst generellt och sen hur de praktiskt genomférs i 3
olika situationer.

1) Skatta © med nagon listigt vald punktskattning ©*(z,,z,,---,z ) som t ex tas fram med
hjalp Maximum Likelihood-metoden eller Minsta Kvadratmetoden. I vissa situationer finns andra
okdnda parametrar &n © och dessa skall ocksa skattas.

2) Ta fram fordelningen fér motsvarande stickprovsvariabel ©*(X
samlingen vara till stor hjalp.

X,, -+, X, ). Har kan formel-

1
3) Gor en listig transformation av stickprovsvariabeln sa att resultatet ej beror av © eller andra
parametrar som finns i problemet. Denna s k pivot-variabel (pivot betyder svingtapp - ett bra
svenskt namn vore ”grundbult”) innehaller alltid den okénda parametern ©. Formelsamlingen
vimlar med tips om lampliga transformationer i specifika situationer. I de konkreta situationer
som beskrivs nedan ges exempel pa dessa pivot-variabler. Vi skaffar oss alltsa en ny variabel ur
©* som vi kallar t ex T som har en fix (kind) férdelning oavsett virdet pa ©.

4) Vi véljer tal ¢ och d sa att P(c <T <d) = 1 — . Detta innebéar att vi skall hitta percen-
tiler till fordelningen for 7. Tabell 2-4 i formelsamlingen anger siadana s.k. percentiler for tre
fordelningar som ofta dyker upp som férdelning for pivot-variabeln 7' nadmligen N (0, 1)-férdel-
ningen, ¢-fordelningen och x2-férdelningen. Om vi tar ¢ och d s att P(T < ¢) = P(T > d) =
a/2 far vi tvasidiga symmetriska konfidensintervall, som alltsa ger bade en undre och en &vre
grans for parametern ©. Vill vi bara ha en undre eller bara en 6vre grians for © (s k enkelsidigt
konfidensintervall) skall vi ta P(T < ¢) = o och d = 400 eller P(T' > d) = a och ¢ = —oc.

5) Vi vranger nu ovanstaende uttryck for 7' ut och in sa att vi far © ensamt i mitten och att
O €j finns nagon annanstans. Vi har ddrmed far © instdngt mellan tva stokastiska grénser och
konfidensintervallet dr utfallet av dessa grinser, dvs typografiskt byter man X mot x!

Exempel 1: Som exempel kan vi lata vara métdata z,,z,, -,z vara utfall av X , X,,---, X
som #r oberoende N(©,0,) dir o, dr kdnd och vi vill gora ett konfidensintervall for © med
konfidensgrad 1 — a. Stegen ovan motsvarar foljande:



3) T = N &r N(0,1)

4) Vi har da p g a symmetrin i N(0,1)-férdelningen som gor )\17&/2 = —Aa/2 att

X-06
P<_)‘a/2§T§)‘a/2> :P<_)\a/2§0.0/\/ﬁ§>\o¢/2> =1—-«a

5) Vi far
P(X—A %0 co<X+A GO):1—a
/2 Sy = — a/2 \/ﬁ
som ger konfidensintervallet T &+ A /2\(;%. De enkelsidiga intervallen blir da <—oo,a: + /\a\(;%>
o
respektive <:E — /\a—(;l, >

Exempel 2: Om vi stéllet skulle ha X, X,,--- X som &r oberoende N (O, 0) dir bade © och o &r
okénda blir metodiken foljande:

. _ . 1 n _
1) Vi skattar © med Z och o med s dir s* = —7 S (@, —x)?

(n—1)s?
o2
kan man visa (och lisa i formelsamlingen) att (férvanande nog) X och s? #ir oberoende. Notera

2) Vi vet att X #r N(©,0/y/n) och formelsamlingen ger att ar x?(n — 1). Dessutom

att s hiir dr stickprovsvariabeln dvs s = 1 Yo (X, - X)? och ¢j det numeriska viirdet s dér
n—

1
52 = . > (@, —)? som alltsé ridknas ut med vara observerade métdata. Nér vi nedan tittar
n —
pa utfallet av det stokastiska intervallet skall vi dock anvinda oss av det numeriska vérdet!

. /T/g ar t(n — 1)-fordelad. ¢(n — 1)-fordelningen inférs och

studeras just darfor att den ar fordelning fér denna pivot-variabel.

3) Har ger formelsamlingen att T =

4) Tabell 3 i formelsamlingen ger da p g a symmetrin i ¢(n — 1)-fordelningen som gor att
b _gyo(n—1)=—t, ,(n—1) att

5) Vi far
_ S - s
P(X—ta/Q(n—l)n 59§X+ta/z(" 1)\/71) —1—a
som ger intervallet
ztt ., (n—1) i

Exempel 3: Skulle vi i situationen i Exempel 2 vilja gora konfidensintervall fér o far vi samma i 1)
och 2) som ovan.



3) Pivotvariabel angavs redan i steg 2 dvs

4) Tabell 4 ger nu att

5) Vi far har

1_a:P<(n—1)32<02<(n—1)821)>:P<5 Ll_éggs n—1>

Xi/z(” - X%—a/2(n -

< n—1 < n—1
Xi/g(n - 1)7 Xffa/g(n - 1)

Detta schema kan nu genomforas for t ex tva oberoende stickprov eller enkel linjar regression med
sma modifikationer pa lampliga stallen. For de s k approximativa metoderna véaljer man som pivot-
variabel en som ar approximativt N (0, 1) oftast genom hénvisning till Centrala griansvirdessatsen.
Eftersom pivot-variabeln da bara &r approximativt N (0, 1) blir konfidensgraden bara approximativt
den avsedda 1 — «. Dessa konfidensintervall kallas darfor approximativa eftersom sdkerheten i
metoden bara ar approximativt 1 — a.

som ger intervallet

for o.

Man kan vidare notera att Formelsamlingens avsnitt om A-metoden, t-metoden, approximativa
metoden och y2-metoden genomfor steg 3, 4 och 5 i ett enda svep.



