Lite Linjar Algebra

Avsnittet om kovariansmatriser och flerdimensionella normalfoérdelningar har starka kopplingar till
grundkurserna i linjar algebra och detta ar ett litet forsok att belysa detta och dessutom kanske
friska upp kunskaperna i linjar algebra.

Kovariansmatrisen C' for den n-dimensionella stokastiska variabeln X = (X, X,,--- , X n)T ar juen
nrn-matris med elementen ¢ = C’(Xi,Xj), i,j =1,2,--- ,n. Eftersom C’(Xl.,Xj) = C(Xj,Xi) sa
inser man direkt att C' ar en symmetrisk matris. Fran den linjéra algebran kommer man kanske ihag
att symmetriska matriser kan diagonaliseras, dvs man kan finna ett rétvinkligt koordinatsystem
(ON-system) dér den linjara avbildningen C' : R™ — R™ definierad av & — Czx beskrivs av en
diagonalmatris D dar

A, 00 0
0 A, O 0

D= ) = diag(A;; Ay, -+, )
0O 0 O A

Ortogonala matriser U har egenskapen UUT = UTU = I dvs att transponatet utgor invers. Dessa
matriser utfor byten mellan olika ortonormerade (ON) koordinatsystem och svarar i princip mot
rotationer och speglingar. Diagonaliseringen innebéar att man kan finna U och D (diagonalmatris)
s att C = UDUT (eller D = UTCU) dér D har ovanstaende utseende. Virdena Ay Ags oty A
kallas egenvéirden och mot dessa svarar egenvektorer u ,u,, - ,u,  sadana att Cu, = A\ u, . For
dessa vektorer har alltsa C' (sedd som linjar avbildning) ett mycket enkelt utseende - en ren
forlangning /forkortning och eventuell omkastning. Egenvektorer som hor till olika egenvérden ar
ortogonala. De kan véljas sa att de utgor ett ON-system, dvs att de utgdr basvektorer. Om flera
egenvarden sammanfaller finns en godtycklighet i valen av motsvarande egenvektorer, men de kan
véljas ortogonala.

Att C kan skrivas som C' = UDUT kan tolkas pa foljande sitt sett fran hoger till vinster. U
genomfor koordinatbytet till ON-systemet av egenvektorer dar avbildningen har utseendet D och
U transformerar tillbaka till det ursprungliga koordinatsystemet.

Pastaende: Om C' ér en kovariansmatris ar alla egenvarden A; > 0.

Kommentar: Man kallar di C' en positivt semi-definit matris. Ar egenvirdena > 0 kallas den
positivt definit och den ar da ocksa inverterbar.

Bevis: Tag b = (b, b,,---,b,)" godtycklig och bilda ¥ = "X = >"7b,X,. Vi har da eftersom

1Y%
varianser ar icke-negativa och enligt momentsatsen

0<VOB™X)=b"Cb=0"UDU"d = (UTd)" D(U™d)
dir vi ocksd utnyttjat att (AB)T = BT AT - observera den omkastade ordningen! Vi kan nu

eftersom b var godtycklig skriva detta som

n
0<a’Da= )\Z.az2
1

for godtyckliga a-vektorer (tag @ = UTb dvs b = Ua). Eftersom >} A\a? > 0 for alla val av
a maste A\, \,,---,\ > 0. Vikan jutextaa =e, = (0,---,0,1,0,--- ,0)T dvs som den



i:te enhetsvektorn. Alltsa har vi visat att C ar positivt semi-definit. Alla positivt semi-definita,
symmetriska matriser duger som kovariansmatriser.

Konstruktion av A-matris

Vi vill nu hitta ndgon matris A sadan att AAT = C diir C ar en kovariansmatris och alltsa positivt
semi-definit. Detta kan uppfattas som att hitta ett slags kvadratrot till C.

Liksom for vanliga tal &r denna kvadratrot ej entydigt bestdmd. Ett (av manga val) ar foljande.

Skriv C = UDUT dar D = diag(A;, Ay, -+, A ) dvs diagonalisera C. Vi kan nu ta
A= Udiag(ﬁl, ﬁQ, e ,\f/\n)UT = UDY2UT. Notera att A, > 0 eftersom C' &r positivt semi-
definit. Notera vidare att D'/? dr symmetrisk. Vi far da

AAT = UDV2uT (U DY2UT)T = UpY2uTupY? Ut = uDY2pY2UT = UDUT = C

sa detta val av A duger alltsa.

Ett annat tankbart val av A skulle vara med hjalp av Gram-Schmidts ortogonaliseringsforfarande
i enlighet med vad som beskrivits i ett tidigare sammanhang. Vi far da A triangulér.

Ytterligare ett val skulle vara som (faktiskt den unika) symmetriska positivt semi-definita matris
C'/2 som uppfyller C'/2C'/2 = C - Matlab beriiknar denna genom funktionen sqrtm.

Det finns alltsa stor frihet att vdlja A-matris, men det centrala ar att om vi tar X = m + AZ dar
Z bestar av oberoende N (0, 1)-fordelade variabler, sa blir férdelningen f6r X densamma oavsett
val av A s linge som AAT = C. X siges da vara N, (m,C).

A behover inte ens vara nzn, utan kan vara nxzm med varierande m - vilket svarar mot att vi
introducerar m st Z-variabler. Dock kan inte m vara hur litet som helst utan maste vara atminstone
r =rangen for C=dimensionen av det rum som spinns av kolonn-vektorerna i C. Ar r = n dvs
att kolonnerna i C' &r linjart oberoende sa ar C inverterbar. Da &r faktiskt ocksd A inverterbar
om vi valt A som en nazn-matris. Detta beror pa att rummet som spinns av kolonnerna i AAT
ar samma som rummet som spanns av kolonnerna i A. Att inse det ar lite mer avancerat men for
fullstdndighetens skull ges hér ett kort (och aningen abstrakt bevis).

Péstdende: Rummen som spinns av kolonnerna i A respektive AAT &r identiska.

Kommentar: Rummet som spanns av ett antal vektorer &r det linjara rum vi kan fa av linjarkom-
binationer av dessa vektorer.

Bevis: Vi betecknar rummet som spénns av kolonnerna i en matris A med M (A).

Lat A vara en nzm-matris. Vi nu tar en godtycklig n-dimensionell kolonnvektor  som &r ortogonal
mot alla de m (n-dimensionella) kolonnerna i A, dvs vi har 7 A = 07. D4 giller att 7 AAT = 07,
dvs z #r ortogonal mot alla de n kolonnerna i AAT. Detta betyder att M(AAT) ligger i M (A).

Omvént kan vi ta en godtycklig n-dimensionell kolonnvektor £ som ar ortogonal mot alla de n
kolonnerna i M(AAT), dvs att z7 AAT = 07. DA giller att z7 AATz = 0 dvs att (ATz)T (ATz) =0
som ger ATx = 0 som innebér att 7 A = 07. Men detta betyder att x &r ortogonal mot alla
kolonnerna i A. Detta betyder att M(A) ligger i M(AAT).

Eftersom M(A) innehaller M (AAT) och M(AAT) innehaller M (A) sa giller M(A) = M(AAT),
vsb.

En konsekvens av detta resultat &r att om AAT = BBT sa giller att M(A) = M(AAT) =(eftersom
AAT = BBT) = M(BBT) = M(B). De underrum av R" vi kan fi genom att bilda Y = AZ
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respektive Y/ = BZ’ ar alltsa identiska, dvs massan ligger pa samma underrum vare sig vi tittar
pa Y eller Y’. Detta underrum har dimensionen » =rangen for A=rangen for C = AAT.

Att vélja m > r =rangen for C innebér att man egentligen har med ”"onddiga” Z-variabler.
Eftersom rangen for C = AA”T &r r sa skulle vi kunna finna en ortogonal transformation U som
gor att UAATUT far foljande utseende
D 0
T
0 0

dar D = diag(A;, A, -, A, ) dér alla dessa &r > 0, dvs att D_ &r inverterbar.



