Markovprocesser i diskret tid och med kontinuerligt tillstandsrum

En Markovprocess kan mycket vil ha ett tillstandrum som inte dr diskret (d.v.s. dndligt
eller numrerbart oéndligt) utan ar kontinuerligt, t.ex. ett dndligt eller odndligt intervall. Att
den stokastiska processen, i diskret tid, {X,;n > 0} &r markovsk definieras pa samma sétt
i fallet da tillstandsrummet ar diskret. Vi ger ett exempel.

Exempel. En partikel utfér en slumpvandring i intervallet (0,1). Om den befinner sig i
punkten x hoppar den till det storsta av intervallen till vanster respektive héger och med
likformig fordelning. Det innebér att om partikeln befinner sig i tillstand x, ddr x > 0.5 sa
hoppar den till punkten Y, dar Y € R(0,z). Om x < 0.5 hoppar den till Y som istéllet &r
R(1—=x,1), se figuren. Vi skall senare undersoka partikelns liage efter lang tid, d.v.s. beridkna
den asymptotiska fordelningen.

Figur 1: Exempel pa hopp i slumpvandringen

Om tillstandsrummet &r diskret, anger p;; sannolikheten for hopp fran tillstand ¢ till till-
stand 7. Om utfallsrummet &r ett helt intervall motsvaras denna Gvergangssannolikhet av
en overgangstithet P(z,y). For varje x ar detta alltsa tdthetsfunktionen i y for hopp fran
tillstandet z till y. Om man vill berékna tillstandet efter tva hopp, gér man pa liknande satt
som i fallet diskret utfalls rum. I det fallet har vi enligt Chapman-Kolmogorov
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dvs vi summerar overgangssannolikheterna 6ver alla tillstand. Om tillstandsrummet &r kon-
tinuerligt far vi istéllet integrera,

P(Q)(x,y) = /P(x,z)P(z,y)dz

P4 liknande sitt om startfordelningen for X, ges av tithetfunktionen p®(z). D& erhalls
tathetsfunktionen for tillstandet efter ett hopp av

pM(y) = / P (z) P(x, y)da

analogt med fallet diskret utfallsrum (byt ut summa mot integral, 6vergangssannolikhet mot
overgangstithet).
En fordelning &r stationédr om ldgesfordelningen ar oférandrad efter ett hopp, d.v.s. om

n(y) = / r(2)P(, y)dz 1)

Denna ekvation dr en integralekvation som sedan maste losas for att fa den stationéra
fordelningen. Vi illustrerar med exemplet ovan.
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Ekvationen (1) blir om y < 0.5
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Denna integralekvation kan losas genom derivering.

m'(y) = n(y)/(1 —y)

En ordinér differentialekvation av forsta ordningen som ar litt att 16sa. Losningen &r

m(y) =C(1—y)

Av symmetriskil dr 16sningen 7(y) = Cy~! om y > 0.5 Losningen kan vara falsk men
inséttning i (2) ger att den erhallna 16sningen verkligen ar dkta. Konstanten C' kan bestdmmas
eftersom 7(z) skall vara en tathetsfunktion. Vi far
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dvs. C = ﬁ(g) Man kan visa att Markovkedjan &r ergodisk och den asymptotiska fordelningen

ar denna stationdra fordelning, d.v.s den asymptotiska fordelningens téthet &r

) = (2(1 — ) 111(2))71 om0 <z<0.5
i) = (295 ln(2))_1 om05<z<1
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Figur 2: Asymptotisk téithet for slumpvandringen



