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Vi skall hér undersdka hur man kan skatta okénda overgangssannolikheter i
en Markovkedja i diskret tid eller intensiteterna i en Markovprocess i kon-
tinuerlig tid. Kedjan eller processen antas darfor ha studerats under en viss
tid varvid man observerat processens tillstand och, om en process i kontinu-
erlig tid betraktats, tiderna den legat i de olika tillstanden. Vi skall ge in-
tuitivt naturliga skattningar och visa att dessa dr identiska med maximum-
liklelihoodskattningarna.

1 Diskret tid

En Markovkedja med tillstandsrum, {1,2,..., N}, startas i tidpunkt 1 i till-
stand ;7 och hoppar vid tidpunkterna 2, 3, ..., n till tillstanden zo, x3, ..., x,.
Vi vill nu skatta den okédnda Gvergangsmatrisen P = (p;;) nxn-

Den intuitiva skattningen av &vergangssannolikheten p;; &r den relativa fre-
kvensen av hopp fran tillstand ¢ till tillstand 7, d.v.s.

* M5
Pij = n_j (1)

dér n,; &r antalet observerade hopp fran ¢ till j och n; dr antalet ganger kedjan
befunnit sig i tillstand ¢ fram till tid n — 1 (observera att vi fran tillstandet
vid tid n inte vet vart hoppet gick). Om n; = 0 kan vi inte skatta n;;:na.

Man skulle kunna anvinda maximum-likelihoodmetoden for att skatta 6vergangs-
sannolikheterna. Likelihoodfunktionen &r sannolikheten fa de observationer
man faktiskt erhallit och darfor géller enligt markovegenskapen att

L(Il, Lo, . .., Tp; P) = PziazoPxozs " " Pzp_12n- (2)

Genom eftertanke inses att

N

N
PzizoProxs * * Prp_1n — H Hp;’;” (3)
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dér n,; dr antalet hopp fran 7 till j. Denna funktion skall maximeras under
bivillkoren att radsummorna i 6vergangsmatrisen ar 1, d.v.s.

pa+pie+--+pn=1 1=12... N (4)

Vi maximerar logaritmen for L dessa bivillkor med hjéarlp av Lagrange multi-
plikatormetod. Betrakta alltsa

A =In(L)=XA (pr1+pia+- - 4pin)—A2(p21+p22+- - Apen)— - —AN(P11+DPN2+ - +DPNN) =
N N N N N N
SN nijnpi) = >0 Aipij =YY (ni;In(pi;) — Aipi;)  (5)
i=1 j=1 i=1 =1 i=1 j—1

Deriverar vi med avseende pa p;; erhaller vi att
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Det géller alltsa att
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Pij = /\—J
Utnyttjas nu bivillkoret (4) fas
N N .
_ - i ———)
7j=1 7j=1

dér n,; ar antalet ganger kedjan varit i tillstand ¢ fram till tid n — 1. Vi erhaller
alltsa

1 1 ij
— = —, d.v.s. man far att p;; = By (7)
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Som man ser erhalls samma skattningar som de intuitiva (1).

Vi har forutsatt att 6vergangssannolikheterna inte ér relaterade till varandra,
forutom att de radvis summerar sig till 1. Maximum-likelihood-metoden kan
dock ocka anvindas da 6vergangssannolikheterna beror pa en parameter, vilket
vi visar genom ett exempel.

Exempel 1 Antag att en Markovkedja startar i tillstand z; = 1 och har

overgangsmatrisen
_(p 1-=p
P= (Qp 1— 2p>



och att man observerat foljden 1,2,2,2,1,2,1,2,2, 2. Sannolikheten for denna
foljd ar
L(p) = (1 = p)(1 = 2p)(1 — 2p)2p(1 — p)2p(1 — p)(1 — 2p)1 — 2p) =
4p*(1 = p)*(1 - 2p)*.

Maximum-likelihoodskattningen av p ar det véirde som maximerar denna san-
nolikhet. Derivera logaritmen och vi erhaller

din(L) 2 3 8§  18p*—20p+2
dp p l—p 1-2p p(1 = p)(1—2p)
som har nollstéllen p = % och p = 1. Det sista virdet &ar otillatet (alla

overgangssannolikheter maste vara icke-negativa) men det forsta ger ett max-
imum. Maximum-likelihoodskattningen av 6vergangsmatrisen &r alltsa
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2 Kontinuerlig tid

Antag nu att vi har en Markovprocess i kontinuerlig tid med intensitetsmatris

—q1 qi2 -  QiN

21 —q2 -+ @N
Q=1 . . .

gN1 4n2 ' —gN

dér som vanligt ¢; = > ¢;;. Antag att processen startar i tillstand x; och att vi
J#i

observerar hoppen och tiderna (x1,t1), (x2,t1),...,(Tn_1,tn_1) och slutligen

ett hopp till tillstand x,,. Hur skall vi fran dessa data skatta intensitetsmatri-

sen?

En intuitiv skattning dr foljande. Hoppen &r oberoende av tiderna i de olika

tillstanden. Hoppmatrisen ar

0 912/Q1 T Q1N/QI 0 P11 ... DIN
p_ QQ1/Q2 0 o g2Ng2 B P21 0 ... D2N
anv1/an  qn2/an - 0 pN1 Pn2 ... O

dér p;; = s Dessa hoppsannolikheter, 6vergangssannolikheter, kan man skat-

ta som i avsnitt 1, d.v.s. med relativa frekvenser for hoppen. Diagonalele-
menten i () kan man skatta genom att betrakta tiderna i de olika hoppen.
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Viéntevirdet for den tid som Markovprocessen ligger i tillstand ¢ innan den
hoppar ar 1/g; och detta vintevirde skattas lampligen med medelvirdet av
de tider man varit i tillstandet, 1/¢f = t;, dér ¢; medeltiden i tillstand 7. Det

ger qf = 1/t;,4 = 1,2,..., N och om de skattade hoppsannolikheterna &r Dy

erhalls skattningen av 6vergangsintensiteterna ¢;; = qlqﬂ = @;pij som

o ox _owr . Mg Ny
4;; = Pi;4; = pij/ti = m = f (8)
dér T; &r total tid som tillbringats i tillstand 7, n;; antal hopp fran tillstand
i till 7 och n; antalet ganger processen varit i tillstand 7 (sista tillstandet z,,
ordknat). Skattningen av intensiteten att ga fran tillstand ¢ till tillstand j &r

alltsa lika med antalet hopp fran i till j per tidsenhet.

Dessa skattningar dr dven de maximum-likelihoodskattningarna. Likelihood-
funktionen &r i detta fall en blandning av en diskret del och en kontinuerlig
del. Vi bildar produkten av sannolikheten for de observerade hoppen samt
tathetsfunktionen for de observerade tiderna i tillstanden;

n—1 n—1 ¢ _
—t q _ Qﬁkmk+1 —trq
b6 = T Tl = T (2 T,
n—1 . N
—tkqe;, — . nis
= H Qupaps, € *9 = (ténk efter) H e~ Tidi H a
k=1 P o

dédr x och t ar vektorn av de observerade tillstanden respektive tiderna i till-
standen och n;; &r antalet hopp fran ¢ till j och T; total tid i tillstand i.
Logaritmen av L &r

N

= Z (an In(gi;) — T Z 4ij) (10)

dér vi satt in ¢; = Zjvzl ¢ij- Denna funktion skall maximeras. Deriverar vi med
avseende pa ¢;; erhalls
0 ID(L) N

= _T 11
a%‘j qij ( )

och den partiella derivatan lika med 0 ger omedelbart
« _ Tij
i = 435 = ?J (12)
som &r antalet hopp till j per tidsenhet i tillstand ¢. Vi far alltsa samma
skattningar som de intuitiva.

Exempel 2 En Markovprocess med tillstandsrum {1, 2,3} startade i tillstand
1 och hoppade vid tidpunkterna 2.6, 11.8, 15.8, 17.1, 21.1, 21.9, 22, 23.8, 25.4
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och 26.4 till tillstanden 3, 1, 2, 1, 2, 1, 3, 2, 1, 3. Tiderna i de successiva
tillstanden blir 2.6, 11.8 — 2.6 = 9.2, 15.8 — 11.8 = 4.0 o.s.v. I tabellform:
Tillstand 1 3 1 2 1 2 1 3 2 1 3

Tid i tillstand 2.6 9.2 40 1.3 40 0.8 0.1 1.8 16 1.0 -

Total tid i tillstand 1 blir 77 = 2.6 +4.0 + 4.0+ 0.1 + 1.0 = 11.7. Pa liknande
sétt far tiderna i tillstand 2 och 3, Ty = 3.7 och T3 = 11.0. Antalet hopp fran
tillstand 1 till 2 ar tva, nio = 2. Man ser ocksa att ni3 = 3, ngy = 3, nz; =
nge = 1. Det ger oss skattningarna

n12 2 3
= 22— —0.171 Yo = ——=10.256
M= Ty TN
do1 = 37 = 0.811, do3 = 37 =0, 431 = q32 = 11.0 = 0.091

Den skattade intensitetsmatrisen blir alltsa

—0.427 0.171  0.256
Q=1 0811 —0.811 0
0.091  0.091 —0.182



