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1 Inledning

Markov Chain Monte Carlo (MCMC) dr en modern teknik att simulera kom-
plicerade fordelningar som har fatt stora tillimpningar i Matematisk statistik,
framfor allt vad géller bildbehandling, statistisk mekanik, Bayesiansk statistik
etc. Till skillnad fran vanlig simulering genererar man en sekvens utfall en-
ligt en Markovkedja med malférdelningen som stationér (och forhoppningsvis
asymptotisk) fordelning.

2 Ergodsatser och stora talens lag

Om en Markovkedja ar ergodisk pa tillstandsrummet E med den asymptotiska
fordelningen 7(z), * € E kan man (med godtycklig noggrannhet) berikna
storheter av typen

zeFE

for godtyckliga funktioner f genom att for en enskild realisering (tidsutveck-
ling) X, Xo, - berdkna tidsmedelvirdet

ﬁL:%Zf(Xz)

Man kan visa att f, — E,(f(X)) d& n — oo om kedjan &r ergodisk.

Exempel 2.1 Om vi tar

f(a:)—{l omx =j

0 annars

ser vi att f, =relativa frekvensen av besdk i tillstandet j och att E.(f(X)) =
7(7). Detta betyder att vi kan bestdmma w-vektorn ur en realisering. O



dir p,=relativa frekvensen av bestk i tillstand z. A andra sidan betyder
E.(f(X)) viantevardet i stationdra (asymptotiska) fordelningen. O

Exempel 2.3 Om vi tar g(z) = 2%, v € E far vi

/g\n = Z xQﬁx

zeFE

som alltsa kan anviéndas for att skatta variansen i 7-férdelningen ur en re-
alisering genom ¢, — (f,)? dir f, erhalls ur féregaende exempel. (Jamfor
V(X) = E(X?) - (B(X))*) =

Denna typ av ergodsatser svarar precis mot stora talens lag dvs att (med
sannolikhet 1)

1

E(X1+X2+---+Xn) — E(X)
dar Xq, X5, .-+ ar oberoende likafordelade stokastiska variabler med samma
fordelning som X. Pa precis samma, satt géiller for godtyckligt f att

%(f(Xl) + f(Xo) + -+ f(X0) — BE(f(X)).

Det fiffiga med ergodiska Markovkedjor &r alltsa att de vad géller tidsme-
delvéirden fungerar pa samma sétt som om det rorde sig om oberoende vari-
abler. Dock kan konvergenshastigheten bero av Markovkedjans utseende.

Vad som beskrivits ovan géller precis oférdndrat om de ingaende variablerna
ar flerdimensionella, t ex d-dimensionella. Vi har alltsa i stéllet for X, en
d-dimensionell variabel X, =(X,1, X2, -, Xnq). Den stokastiska processen
X1,X5, .-+ utgor alltsa en Markovkedja med d-dimensionellt tillstandsrum.
Om tillstandsrummet &r dndligt eller upprékneligt odndligt dr det egentligen
ingen skillnad mot det en-dimensionella fallet.

Med hjélp av en lang realisering av Markovkedjan kan man alltsa approxi-
mativt (med godtycklig noggrannhet) berdkna en massa intressanta storheter
rorande m-fordelningen, t ex sannolikheter, vantevarden, medianer, kovarianser
mellan komponenter etc.

3 Metropolis-Hastings algoritm

Vad man alltsa vill gora &r att simulera en realisering av Markovkedjan och
dérigenom kunna approximativt berdkna F.(f(X)) genom att berdkna f, for



nagot stort n (kanske n=10000 eller sa) och utnyttja det faktum att kedjan ar
ergodisk och att alltsa f,, — E-(f(X)).

I Markov Chain Monte Carlo (MCMC) anvénder man detta for att kunna
simulera en given d-dimensionell fordelning dér d &r ganska stor (kanske d =
100 eller liknande). Uppgiften &r alltsa pa sétt och vis omvéand mot den vanliga
dér man ju typiskt vill undersoka om en given Markovkedja &r ergodisk och vad
den i sa fall har for asymptotisk fordelning. Héar vill man i stéllet konstruera
en Markovkedja som har en viss given fordelning till asymptotisk fordelning.
Detta visar sig mycket latt genom den s k Metropolis-Hastings algoritm. Oftast
ar det dessutom mycket létt att se att kedjan blir ergodisk genom att t ex visa
att den blir irreducibel och aperiodisk.

Idén i algoritmen &r att man utifran aktuellt virde x ger ett forslag y pa
nésta varde och sen viljer att acceptera eller forkasta forslaget med en listigt
avpassad sannolikhet. Ett forkastat vérde innebér att man ligger kvar. Vi har
alltsa en forslagsfordelning

q(z,y) = P(foresla y | aktuellt virde &r x).

Denna forslagsfordelning kan férvanande nog se ut néstan hur som helst.
Forslaget accepteras med sannolikheten «(z,y)=P(acceptera forslaget y gi-
vet fran ldget ). Denna sannolikhet viljes listigt till

7T(y)q(y,w)) ‘

a(z,y) = min (1, P

En liten, men viktig observation &r att malfordelningen (7 (), & € E) forekommer
i bade téljare och ndmnare och detta betyder att den inte behdver vara nor-

merad, dvs uppfylla
D wl@) =1

zeFE

Detta till synes ovidkommande faktum &r av ytterst stort intresse eftersom
just normeringen i manga tillampningar dr mycket komplicerad da E &r stort.

Algoritmen ger uppenbarligen upphov till en tidshomogen Markovkedja, ef-
tersom nésta tillstand bara beror av ndrmast foregaende tillstand och dyna-
miken dr oberoende av tiden.

Sammanfattningsvis har vi alltsa algoritmen
1) Om X,, =z : Forslag y till X,,,; enligt forslagsfordelning ¢(z,y).

2) Acceptera forslaget X, 11 =y givet fran  med sannolikhet

a(z,y) = min (1,

annars X, .1 =2



Algoritmen innebér att vi for den resulterande Markovkedjan far overgangsmatrisen
P dar for y # z vi har

f%x,y)::P(Xg+1::y])(n::x):wﬂx,yﬂﬂw,y)

eller i ord: For att ga fran z till y maste vi forst foresla y fran ldget  och sen
acceptera forslaget. Pa diagonalen i P-matrisen har vi

Plz,z)=1-— ZP(a:,y).

yF#x

Detta att ligga kvar i  kan uppsta pa tva satt. For det forsta kan vi tvingas
att inte acceptera ett givet forslag eller for det andra, raka foresla x - detta
forslag accepteras ju eftersom a(z,x) = 1.

4 Tidsreversibilitet

Att den resulterande Markovkedjan far 7(z), & € FE till stationér fordelning
beror pa att kedjan blir reversibel med avseende pa fordelningen 7 (), = € E,
dvs uppfyller

m(z)P(z,y) = 7(y)P(y, )

for alla & och y. Detta inses litt eftersom for & # y har vi
(@) Ple.) = w(@)a(e.y)ata.p) = rlel@.y)min (1,

= min (7(z)q(2,y), 7(y)q(y, x)) = 7(y) P(y,z).
For x =y &r villkoret trivialt uppfyllt.

Man kan latt visa att en Markovkedja som &r reversibel med avseende pa en
fordelning 7 har 7 till stationér fordelning, ty om vi summerar reversibilitets-
villkoret 6ver & erhaller vi

Y w@)Px,y) =Y 7@)Py.z)=ny)> Plyz)=r(y)

rck zck ek
eftersom vi har radsumman 1 i P-matrisen. Alltsa géller

m(y) =) 7(@)P(z,y)

EASID)

vilket (jamfor p® = p(©) P) siger att w(x), x € E #r en stationér fordelning. Ar
kedjan ergodisk ar denna stationéra fordelning ocksa den asymptotiska oavsett
startvarde.

Man kan tolka

m(x)P(x,y) = P(X,=2)P(X,11 =y X, =2)=PX,=2&X,.1 =v)



som ett “flode” fran z till y och pa samma sétt dr hogerledet
m(y)Py,z) =P X, =y)P X1 =2/ X, =y)=PX,=y&X,,1 =2)

“flodet” fran y till . Tidsreversibiliteten innebér alltsa att dessa floden ba-
lanserar varandra och det &ar darfor naturligt att kedjan har m som stationér
fordelning.

Man kan séiga att acceptans-sannolikheten o(z,y) avpassats sa att dessa floden
precis balanserar varandra.

Exempel 4.1 Lat x = I x J-gitter med 0:or och 1:or. och lat tillstandsrummet
vara E = {x € x tva grannar inte bada 1}. De tillatna konfigurationerna &r
alltsa I x J-matriser av 0:or och 1:or men dér det inte kan sta tva 1:or intill
varandra i sidled eller hojdled. Om vi tar J = I = 10 har vi ett gitter med
100 punkter och man kan inse att det inte ens &r en latt uppgift att berdkna
storleken av F, dvs att bestdmma hur manga “tillatna” konfigurationer det
finns!

Lat 7 vara en fordelning pa x som #r 0 utanfor F, t ex m(x)=konstant for
x € E och 0 for ovrigt (likformig fordelning pa E). Notera att vi faktiskt inte
vet hur stort E ar!

Som forslagsfordelning (dvs ¢(z,y)) kan vi ta:

Valj nod (i, 7) pa mafa med sannolikhet 1/71.J. Vilj virde i noden som 0 eller
1 med sannolikhet 1/2 vardera.

Eventuellt intraffar att y ¢ F dvs att forslaget innebér en “otillaten” konfigu-
ration, men da &r m(y) = 0 och alltsa a(z,y) = 0, dvs sadana forslag ignoreras
och kedjan ligger kvar dar den var.

Om y € E (dvs en tillaten konfiguration) accepteras forslaget ty

m(y)ay, 93)) _

a(z,y) = min (1, (2. 7)

eftersom ¢(z,y) = q(y, x) och 7(z) = 7(y).

Kedjan ar uppenbarligen irreducibel och aperiodisk, dvs ergodisk! Man kan
inse detta genom att givet tva konfigurationer x och y sa kan vi borja med att
plocka bort alla 1:or i x och sen sétta dit 1:orna som ingar i y - detta visar
irreducibiliteten. Uppenbarligen har vi positiv sannolikhet att ligga kvar i t o
m varje tillstand vilket visar aperiodiciteten. Eftersom kedjan ar dndlig 4r den
ergodisk. .

Med f(z) =antal l:or i « far vi medelantal 1:or ur

—~ 1 <

Med I = J = 10 erhalls (n = 10000)



1) E(antal 1:or) ~ 23.40,
2) E(max antal 1:or i raderna) ~ 3.88.
3) Dessa badas korrelation =& 0.4240.

Det blir ndstan lika ldtt med ett allmént 7 men da blir acceptanssannolikheten

afiy) = min (1.5

5 Specialfall av Metropolis-Hastings algoritm

5.1 Metropolis algoritm

Ett intressant specialfall &r om vi véljer forslagsfordelningen sa att ¢(z,y) =
q(y,z) dvs att sannolikheten att foresla y fran z dr lika stor som sanno-
likheten att foresla « fran y. Vi far da acceptanssannolikheten o(z,y) =
min(1, 7(y)/m(x)). Detta kallas Metropolis algoritm. I exemplet ovan anvéndes
denna typ av forslagsfordelning.

5.2 Oberoende simulering

Om man tar ¢(z,y) = w(y) dvs att forslagsfordelningen &r densamma som
malférdelningen ser man att a(z,y) = 1 och alla forslag accepteras alltsa och
man far oberoende slumptal med foérdelningen 7(z), € E. Oberoende simu-
lering (sedvanlig Monte Carlo-metod) &r alltsa ett specialfall av Metropolis-
Hastings algoritm.

5.3 Koordinatvis uppdatering

En mycket intressant variant da man vill simulera en flerdimensionell férdelning
ar att uppdatera X,, = (X1, X2, -+, Xna) en koordinat i taget.

Var malférdelning

TX) Xo,oe Xg (L1, Tay -+, Tg) = Tx (X)

ar d-dimensionell och vi vill uppdatera en koordinat i taget. Vid uppdatering
av koordinat 7 ar alltsa alla de 6vriga konstanta och den enda forandringen som
sker dr ett byte av varde i koordinat 7. Man har alltsa vid uppdateringen av ko-
ordinat 7 en forslagsfordelning ¢;(z,y) som ar 0 om inte y dverensstédmmer med
z for alla koordinater utom nr 7. Detta betyder att forslagen fran ¢; lamnar
alla koordinater utom nr ¢ oférdndrade. Till denna forslagsfordelning ¢; hor
en acceptanssannolikhet «;(z,y) definierad som ovan fast med utgangspunkt
i g¢;. Detta ger upphov till en 6vergangsmekanism beskriven av en matris P;.



I allménhet 16per man systematiskt igenom alla koordinaterna innan man an-
ser att man fatt en ny observation i Markovkedjan. Ett steg i Markovkedjan
svarar alltsa mot en uppdatering av samtliga koordinater. Om vi later P; vara
overgangsmatrisen vid uppdatering av koordinat ¢ bestar ett steg i Markov-
kedjan av att vi forst applicerar Py och sedan Ps osv t o m P,. Markov-kedjans
overgangsmatris ar alltsa

P:P1P2"‘Pd.

Orsaken till att vi vill uppdatera alla koordinater innan vi anser oss ha fatt ett
nytt tillstand ar att kedjan annars inte skulle vara tidshomogen. En alternativ
metod som ger en tidshomogen Markovkedja skulle vara att lotta fram en
koordinat I (lika sannolikheter for alla d koordinater) och sen uppdatera denna
med hjilp av motsvarande matris P;.

5.4 Gibbs-sampling

Ett mycket viktigt, intressant och praktiskt anvindbart specialfall av koor-
dinatvis uppdatering enligt Metropolis-Hastings algoritm &r Gibbs-sampling
som innebar ett mycket speciellt val av forslagsfordelning ¢; vid uppdateringen
av koordinat 7. Man later helt enkelt forslagsférdelningen ¢; vara den betingade
fordelningen for X; givet alla de 6vriga koordinaterna.

Vi forsoker alltsa konstruera en d-dimensionell Markovkedja med malférdelningen

X1 Xo Xy (L1, T2, -+, Xq) = Tx (T)

som téthet (sannolikhetsfunktion). Vid Gibbs-sampling gor man alltsa detta
genom att uppdatera en koordinat i taget med den betingade fordelningen
for denna komponent givet alla de 6vriga, dvs for koordinat nr ¢ later vi
forslagsfordelningen vara

P(Xi:y|X1 =x1; Xo = a9 5 X :l‘z‘—l;XiH = Tjg1y " ;Xdzxd)

dér vi alltsa bara dndrar koordinat ¢ och ldmnar de 6vriga oféréindrade. Man
kan ganska latt visa att acceptanssannolikheten for detta forslag &r 1.

5.5 Exempel pa Gibbs-sampling: Ising-modell fér spinn

Som ett icke-trivialt exempel pa att det kan vara latt att simulera en mycket
komplicerad férdelning tar vi féljande exempel med anknytning till Statistisk
mekanik.

En enkel tva-dimensionell modell for magnetiskt spinn ar att vi har ett n x m
gitter
S:{<Z7]> t= 1727”' , 10, ]: 1727”' Jm}'

I dessa mm punkter finns slumpmaéssiga spinn X;; som kan anta vérdena
+1 och —1 som svarar mot spinn upp respektive spinn ner. Vi later X =
(Xij, (4,7) € S). Vi har da ett utfallsrum Q f6r X med 2™ ténkbara utfall.



Notera att #ven om gittret dr sa litet som 100 x 100 finns 2'%°% tinkbara
konfigurationer. Vi vill nu simulera ett sadant utfall. Problemet dr att vi antar
att det finns en (temperaturberoende) vixelverkan mellan de olika gitterpunk-
terna och da framfor allt mellan gitterpunkter som ligger nira varandra. Vi
definierar en “omgivning” N (i, 7) till gitterpunkten (4, 7) t ex

o = O
—_ O =
O = O

déar (i,7) ligger i mitten och l:or star for “omgivningspunkter”. Ett annat
tankbart utseende pa “omgivningen” skulle vara

—_ = =
—_ O =
—_ = =

Vixelverkan sker primért endast mellan mittpunkten och dess grannar, men
detta beroende “fortplantas” genom gittret till att bli ett beroende som kanske
striacker sig 6ver stora omraden. Ofta knyter man ihop vénster- och hoger-
kanten, respektive 6ver- och underkanten av S for att slippa randeffekter.

Vi definierar en energi
E(m) =—J Z Z LT 5
(1.5)€S (i’,3")EN (i.5)

dar J > 0 kvantifierar vixelverkans storlek. Detta innebér att energin ar lag
(stabilt tillstand) om néraliggande gitterpunkter har samma spinn-riktning.

Vi antar nu for ett fixt viarde pa parametern 3 > 0 att
e_ﬂE(x)

Z

dér Z ar en normeringskonstant dvs

7 — Z e PE®W)

ye

Den som kan lite statistisk mekanik ser att Z ar “tillstandssumman” och att
pp(x) utgdr den s k kanoniska fordelningen eller Gibbsfordelningen. Parame-
tern [ svarar fysikaliskt mot 1/temperaturen. Systemet antas alltsa vara pla-
cerat i ett stort omgivande system (“vérmebad”) med temperatur 1/ som det
utbyter energi med.

Det &r uppenbart att tillstandssumman Z &r extremt besvirlig att berdkna,
medan E(z) dr férhallandevis enkel. Z kan ju som i exemplet ovan kunna besta
av 210900 termer!

Man vill gérna simulera pg-férdelningen och helst for ett tétt gitter av S-virden
eftersom en hel del termodynamiskt intressanta storheter som t ex specifikt



Spin da temperaturen &r hog

Figur 1: Spin i Ising-modell da temperaturen &r hog.

varme kan berdknas ur pg-fordelningen. Ett typiskt utseende av spinnen pa
gittret ar att for laga [S-virden (svarande mot hoga temperaturer) ar de olika
gitterpunkternas spinn rétt oberoende av varandra (se figur 1), medan for
hoga [-virden (dvs laga temperaturer) har stora regioner av S samma spinn-
riktning (se figur 2). Vid en viss kritisk temperatur sker ett dramatiskt omslag
av upptriadandet — 6ver den temperaturen ar spinnen kaotiska, men under den
temperaturen far stora regioner av S samma magnetisering, s k fasovergangar.
Det finns alltsa stort intresse av att kunna simulera upptriadandet av dessa
spinn-system.

Hur kan man nu simulera sadana spinn, dvs hur far man ett utfall fran pg-
fordelningen? Idén &r att for fixt 8 konstruera en Markovkedja

X = (Xij; (i,5) € 9)
som har pg till asymptotisk férdelning.

Vad man gor &ar att utifran en godtycklig spinn-konfiguration successivt upp-
datera de nm gitterpunkternas spinn med fordelningen for just det spinnet
betingat av alla de 6vrigas aktuella vérde!

Om vi later x_; ;) beteckna spinnen i alla punkter i gittret S utom i punkten
(1,7) sa inser man att fordelningen for spinnet i (4, j) givet alla de dvriga blir
P(Xi; = 1UX ;) =2_y) = Jir P(A[B) = P(AN B)/P(B)) =

PX (i) =T ()
P(Xij = LX () = T_(iy)

PXij=4LX (=% +P(Xij=-1X 1)) =%-ay)

— (Jfr P(A) = P(ANB) + P(AN B*)) =

9



Spin d& temperaturen &r 1&g
.
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Figur 2: Spin i Ising-modell da temperaturen &r lag.

_ exp (—BE(Xiy = LX () =2_ay))
exp (—BE(Xi; = LX _(ij) =2—;)) +exp (-BEXi; = L X _(ij) = 2T—:)))
(forkorta med sista termen i ndmnaren)
_exp (B(EXey = 15X ) =2-6y) — EXij = 15X 5 =2_)))
exp (=0 (BE(Xi; =L X i) =2-ap) — B(Xiy = 1 X 15 =2_y))) +1

Men uttrycket i exp-funktionerna blir

EXij=+LX iy =2 5) —EXij=-1X 5 =% ;)=

=—J Z (+1)Ii/7j/ +J Z (—1) g =—2J Z Tyt jr

(i, )EN (4,5) (#,3")EN (4.5) (i, )EN(4.5)
och detta sista blir —2.J (N, (¢,7) — N_(4,j)) dar N, (i, j)=antalet spinn upp i
N(i,j) och N_(i,7) = antalet spinn ner i N (i, j), dvs i omgivningen till (7, 7).
Alltsa far vi
r o) = _CPEAING )~ N
exp (28J(Ny.(4, ) — N-(i, )

P(Xij=+1|X_¢ = ;)))

)+ 1
och
P(Xij=—UX_ij) =2 ) =1-P(Xij =+1X ap =2_y) =
B 1
exp (28J(Ny(4,5) — N-(3,5))) + 1
Betingade fordelningen for X; ; givet alla &vriga spinn beror alltsa enkelt av

bara antalet spinn upp respektive ner bland ndrmaste grannarna, dvs de som
de primért vixelverkar med.

10



Vi kan da “uppdatera” en spinn-punkt i taget dér sannolikheten for spinn=+1
resp spinn=—1 bara beror pa ovanstaende sitt av spinnen bland de ndrmsta
grannarna. Vi stegar alltsa runt gittret en gitterpunkt i taget och uppdaterar
den med alla andra fixa. Nar vi sa vandrat runt gittret ett helt varv har vi fatt
en ny observation av X. Detta utgor da en irreducibel aperiodisk Markovkedja
som har pg till stationér férdelning och vi kan saledes pa detta sitt simulera
Dg-

Detta att uppdatera en komponent i taget i X med den betingade férdelningen

givet de Ovriga komponenterna &dr essensen i den s k Gibbs-algoritmen eller
Gibbs-samplern.
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