Vi vet att Bin(n,p) ~ Po(np) om p < 0.1. Vi ska hér visa f6ljande feluppskattning fér denna
approximation

Om X ér Bin(n,p) och Y #r Po(np) s& giller att |[P(X € A) — P(Y € A)| < np? dir A ér en
godtycklig mangd av icke-negativa heltal.

(Specialfallet A = {k} ger |P(X =k) — P(Y = k)| <np?, k=0,1,2,---).

Bevis: Man gor foljande listiga konstruktion vars idé dr att man konstruerar en tvadimensionell
fordelning vars marginalférdelningar ar Bin(1,p) respektive Po(p).

Lat dérfor (U, V) ha fordelningen

1—p om j=0o0ch k=0
e?P—14p omj=1lochk=0

—e P omj=1ochk=1,2,3,---

0 for ovrigt
Man kan notera att P(U =0) = P(U =0;V =0) =1 — p och att

oo fe's) k}
P(Uzl):ZP(Uzl;VZk)Ze_p—1+p+2%e_p:p,

k=0 k=1

(eller lattare genom att notera att P(U =1)=1— P(U =0) =1— (1 — p)) samt att
PV=0)=PU=0V=0+PU=1V=0=1-p+e?—-1+p=e"P. Vidare ar

k
P(V =k = %e*p, k=1,2,3, . Vihar alltsi att U &r Bin(1,p) och V ir Po(p).
Notera att P(U#V)=1-PU=V)=1-PU=0;V=0)—-PU=1V=1)=
=1—(1-p)—pe P =p(l—eP)<p? dir den sista olikheten erhalls ur 1 —e=? < p for p > 0.

Det fina med ovanstaende konstruktion ar alltsa att U och V har ratta marginalférdelningar och
att de niistan alltid dr lika! Sannolikheten att de skiljer sig at &r ju hogst p2.

Vilater nu (U,,V)), Uy, V,),---,(U,,V ), vara oberoende likaférdelade tva-dimensionella stokastiska
variabler som alla har ovanstaende fordelning. Eftersom summor av oberoende binomialfordelade
(med samma p) ar binomialférdelade och summor av oberoende Poissonférdelade &r Poisson-

fordelade far vi att X = """ | U, & Bin(n,p) och att Y = 3" | V. &r Po(np).

Vidare ar .
{(x #£v} < J{U, #V;}
=1

(i ord : for att X och Y skall skilja sig at maste U, och V. skilja sig fér nagot i) och
P(U;_1 A;) <>, P(A,). Denna olikhet fas med upprepad anvéndning av Boole’s olikhet som
innebér att P(AU B) < P(A) + P(B) — rita figur! Detta ger

P(XAY) <Y P £ V) < Y0 =t
=1 =1



Vi har nu
|IP(X € A)— P(Y € A)| =

[((P(X e ;Y e A)+ P(X e A Y €A)—(PXeAYeA)+P(XEAYeA)| =
=|P(X €AY ZgA) -PX gAY A

Béda dessa sannolikheter ir < P(X # Y) och alltsd ér |skillnaden| < P(X # Y) < np? vilket var
vad vi skulle bevisa.

Om man granskar ovanstaende bevis noterar man att man pa precis samma séitt kan visa att
om P(U, = 1) = p,, P(U, = 0) = 1—p, (- detta kallas for Be(p,)-fordelningen (Bernoulli-
férdelningen)) sa giller att med X =", U, och Y Po(}_;", p,)-fordelad sa kan man visa att
|P(X € A)—P(Y € A)| <37, p?. Detta kan ses som en forklaring till Poissonférdelningen dyker
upp empiriskt i s& manga praktiska sammanhang. Sa fort man har summor av 0—1-variabler som
dr oberoende och dér de allra flesta &r O:or (dvs att p, dr litet) sa blir summan approximativt
Poissonfordelad. Man kan t o m visa att detta géller da 0—1-variablerna &r svagt beroende.

Den ovanstaende bevistekniken ar ett modernt pafund och knepet att skapa en lamplig tva-
dimensionell férdelning kallas koppling.



