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L̊at {Xn; n ≥ 0}, X0 = 0, vara en symmetrisk slumpvandring p̊a heltalen, dvs Xn är läget av
en punkt som startar i 0 och som vid varje tidpunkt hoppar till vänster med sannolikhet 1/2
och till höger med sannolikheten 1/2. Med en “utflykt” menar vi kedjan fr̊an start till den
för första g̊angen återvänder till starttillst̊andet 0. Vi skall undersöka denna slumpvandrings
beteende och inför därför

N=tiden för en utflykt, dvs X1 6= 0, X2 6= 0, . . . , XN−1 6= 0, XN = 0

M=maximala absolutvärde av kedjan under en utflykt, M = max
1≤i≤N

(| Xi |).
M anger s̊alunda hur l̊angt ut kedjan n̊att under en utflykt.
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Under en utflykt h̊aller sig kedjan hela tiden p̊a positiva axeln eller hela tiden p̊a den negativa
axeln, och det räcker av symmetriskäl att betrakta fallet att utflykten sker till höger. Vi kan
allts̊a betrakta en kedja där hopp fr̊an 0 till 1 sker med sannolikhet 1 och övriga hopp med
sannolikhet 1/2.

Betrakta först P (M ≥ n). Vid tid 1 befinner sig kedjan i tillst̊and 1 och vi skall allts̊a beräkna
sannolikheten att kedjan n̊ar tillst̊and n innan den n̊ar tillst̊and 0. Gör om tillst̊anden 0
och n till absorberande tillst̊and. Genom eftertanke inses att den sökta sannolikheten d̊a
är sannolikheten att absorberas i tillst̊and n givet start i tillst̊and 1. Fr̊an exempel 3.7 i
markovkompendiet ser man att denna sannolikhet är 1/n, och därmed är

P (M = n) = P (M ≥ n)− P (M ≥ n + 1) =
1

n
− 1

n + 1
=

1

n(n + 1)
, n = 1, 2, . . .

Av detta följer att väntevärdet är oändligt ty
∑∞

n=1 n
1

n(n + 1)
=

∑∞
n=1

1

n + 1
= ∞. Härav

f̊as ocks̊a att väntevärdet för N är oändligt, eftersom N ≥ M .
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Fördelningen för N är sv̊arare att komma åt. En metod är följande.

Vi inför först de stokastiska tiderna

Ui=tid tills kedjan hamnar i tillst̊and i− 1 vid start i tillst̊and i, i = 1, 2,

dvs tid tills kedjan för första g̊angen hamnar ett steg till vänster om ett starttillst̊and. Man
inser d̊a att N = 1 + U1. P̊a grund av markoviteten är U1 och U2 oberoende.

Händelsen {N = 2} inträffar om, och endast om, kedjan efter första hoppet till tillst̊and 1
direkt hoppar tillbaka till tillst̊and 0 och därför är P (N = 2) = 1/2.

Med sannolikhet 1/2 kommer kedjan att under de tv̊a första tidsstegen hoppa till tillst̊and
2. D̊a återst̊ar tid U2 +U1 tills kedjan återigen besöker tillst̊and 0. Först skall kedjan g̊a fr̊an
tillst̊and 2 till tillst̊and 1 och därefter återst̊ar tiden att fr̊an tillst̊and 1 g̊a till tillst̊and 0.
Dessa tv̊a tider är U2 och U1 och total tid är därför 2 + U1 + U2 = N1 + N2 där Ni = Ui + 1.
Vi har erh̊allit

N =

{
2 med sannolikhet 1/2

N1 + N2 med sannolikhet 1/2.
(1)

där N1, och N2 är oberoende med samma fördelning som N .

Sätt nu pk = P (N = 2k) (observera att N måste vara jämnt). Ekvationen (1) ger direkt
p1 = P (N = 2) = 0.5. För övriga sannolikheter f̊ar man

pn = P (N = 2n) = P (kedjan g̊ar först till tillst̊and 2)P (N1 + N2 = 2n) =

1

2

n∑

k=0

P (N1 = 2k, N2 = 2n− 2k) =
1

2

n∑

k=0

P (N1 = 2k)P (N2 = 2n− 2k) =

1

2

n∑

k=0

pkpn−k =
1

2

n−1∑

k=1

pkpn−k (2)

eftersom p0 = 0. Här har vi utnyttjat att N1 och N2 är oberoende och har samma fördelning
som N .
Utnyttjar vi (2) erh̊alls successivt

P (N = 2) = p1 =
1

2

P (N = 4) = p2 =
1

2
p1p1 =

1

8

P (N = 6) = p3 =
1

2
(p1p2 + p2p1) =

1

16

P (N = 8) = p4 =
1

2
(p1p3 + p2p2 + p3p1) =

5

128
...

Man kan visa att den allmänna lösningen är

pn =
1 · 3 · 5 · · · (2n− 3)

2 · 4 · · · 2n =
(2n− 3)!!

(2n)!!
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Uttrycken i täljare och nämnare kallas semifakultet och är allts̊a produkten av vartannat
tal, udda eller jämna. L̊at nu

an =
(2n− 1)!!

(2n)!!

D̊a blir

an−1 − an =
(2(n− 1)− 1)!!

(2(n− 1))!!
− (2n− 1)!!

(2n)!!
=

(2n− 3)!!

(2n− 2)!!

(
1− 2n− 1

2n

)
=

(2n− 3)!!

(2n)!!
= pn

Av detta erh̊alls att

P (N > 2n) =
∞∑

k=n+1

P (N = 2k) =
∞∑

k=n+1

pk =
∞∑

k=n+1

(ak−1 − ak) =

an − an+1 + an+1 − an+2 + an+2 − an+3 + · · · = an =
(2n− 1)!!

(2n)!!

eftersom alla termer utom den första i serieutvecklingen tar ut varandra.

Utnyttjar man nu att

(2n)!! = 2 · 4 · · · 2n = (2 · 1) · (2 · 2) · · · (2 · n) = 2nn!

(2n− 1)!! =
(2n− 1)!

(2n− 2)!!
= (se ovan) =

(2n− 1)!

2n−1(n− 1)!

och Stirlings formel, (n! ≈ e−nnn
√

2πn) erh̊alls

P (N = 2n) =
(2n− 3)!!

(2n)!!
≈ 1

2n
√

πn

P (N > 2n) =
(2n− 1)!!

(2n)!!
≈ 1√

πn

Vi har s̊aledes t.ex. att sannolikheten att tiden till återkomst överstiger 100000 är approxi-
mativt 1√

π50000
= 0.002523, dvs i stort sett varar en utflykt av 400 längre tid än 100000.


