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Lat {X,;n > 0}, Xy = 0, vara en symmetrisk slumpvandring pa heltalen, dvs X,, ar laget av
en punkt som startar i 0 och som vid varje tidpunkt hoppar till vinster med sannolikhet 1/2
och till héger med sannolikheten 1/2. Med en “utflykt” menar vi kedjan fran start till den
for forsta gangen atervénder till starttillstandet 0. Vi skall undersoka denna slumpvandrings
beteende och infér darfor

N=tiden for en utflykt, dvs X; #0, X5 #0,..., Xy 1 #0, Xy =0

M=maximala absolutvirde av kedjan under en utflykt, M = max (| X; |).

1<i<N
M anger salunda hur langt ut kedjan natt under en utflykt.
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Under en utflykt haller sig kedjan hela tiden pa positiva axeln eller hela tiden pa den negativa
axeln, och det riacker av symmetriskél att betrakta fallet att utflykten sker till hoger. Vi kan
alltsa betrakta en kedja dér hopp fran 0 till 1 sker med sannolikhet 1 och 6vriga hopp med
sannolikhet 1/2.

Betrakta forst P(M > n). Vid tid 1 befinner sig kedjan i tillstand 1 och vi skall alltsa berikna
sannolikheten att kedjan nar tillstand n innan den nar tillstand 0. Gér om tillstanden 0
och n till absorberande tillstand. Genom eftertanke inses att den sokta sannolikheten da
ar sannolikheten att absorberas i tillstand n givet start i tillstand 1. Fran exempel 3.7 i
markovkompendiet ser man att denna sannolikhet &r 1/n, och ddrmed &r

P(M=n)=P(M>n)—P(M>n+1)=+— !
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fas ocksa att vantevirdet for N ar odndligt, eftersom N > M.

= 00. Harav

Av detta foljer att vintevérdet dr odndligt ty > -, n



Fordelningen for N ar svarare att komma at. En metod ar féljande.
Vi infor forst de stokastiska tiderna
U;=tid tills kedjan hamnar i tillstand ¢ — 1 vid start i tillstand 7, i = 1, 2,

dvs tid tills kedjan for forsta gangen hamnar ett steg till vanster om ett starttillstand. Man
inser da att N =1+ U;. Pa grund av markoviteten ar U; och U, oberoende.

Héandelsen {N = 2} intriffar om, och endast om, kedjan efter forsta hoppet till tillstand 1
direkt hoppar tillbaka till tillstand 0 och déarfor & P(N = 2) = 1/2.

Med sannolikhet 1/2 kommer kedjan att under de tva forsta tidsstegen hoppa till tillstand
2. Da aterstar tid U, + U, tills kedjan aterigen besoker tillstand 0. Forst skall kedjan ga fran
tillstand 2 till tillstand 1 och dérefter aterstar tiden att fran tillstand 1 ga till tillstand 0.
Dessa tva tider ar Uy och U; och total tid dr darfor 2+ U; +Uy = Ny + Ny dar N; = U, + 1.
Vi har erhallit

N — {2 med sannolikhet 1/2 )

N7 + Ny med sannolikhet 1/2.

dér Ny, och N, ar oberoende med samma fordelning som N.

Sétt nu pp, = P(N = 2k) (observera att N maste vara jamnt). Ekvationen (1) ger direkt
p1 = P(N = 2) = 0.5. For 6vriga sannolikheter far man

pn = P(N = 2n) = P(kedjan gar forst till tillstand 2) P(N; + Ny = 2n) =

1 n
P(Ny = 2k, Ny = 2n = 2k) = 5 > P(Ny = 2k)P(N; = 2n — 2k) =
k=0
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eftersom py = 0. Har har vi utnyttjat att Ny och Ny &r oberoende och har samma férdelning
som N.
Utnyttjar vi (2) erhalls successivt

1
P(N=2)=p = 3
1 1
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1 1
P N: pr— —_ - —_ —
( 6) = ps 2(p1p2 + pap1) T
P(N = 8) =Py = 1( + + ) =
= = P4 = 9 P1P3 + P2pP2 +— P3P1) = 198

Man kan visa att den allminna l6sningen ar

1:3-5---(2n—3) _ (2n—3)!l
B 2-4---2n o (2n)!

Pn



Uttrycken i téljare och ndmnare kallas semifakultet och &r alltsa produkten av vartannat
tal, udda eller jamna. Lat nu
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0 = (2n — 1N
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Av detta erhalls att
P(N > 2n) ZP /{;):Zpk:Z(ak,l—ak):
k=n+1 k=n+1 k=n+1
(2n — 1)!!
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eftersom alla termer utom den forsta i serieutvecklingen tar ut varandra.

Utnyttjar man nu att

@l =2-4--2n=(2-1)-(2-2)--(2-n) = 2"n!
(2n — 1)! (2n — 1)!

(2n — 1)l = (QTQ)” m

= (se ovan) =

och Stirlings formel, (n! ~ e "n"\/27n) erhalls
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)t~ /an
Vi har saledes t.ex. att sannolikheten att tiden till aterkomst Gverstiger 100000 &r approxi-
mativt \/#W = 0.002523, dvs i stort sett varar en utflykt av 400 ldngre tid &n 100000.

P(N =2n) =

P(N > 2n) =




