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Vi antar en partikel utfor en slumpvandring i pa heltalspunkterna i tredimen-
sionella rummet. Om partikeln befinner i en punkt forflyttar den sig vid nésta
tidpunkt med lika sannolikhet till en av atta hérnpunkterna i den enhetskub
som omger punkten, dvs om den befinner sig i (0,0,0) hoppar den till nagon
av punkterna

(=1,-1,-1),(1,—1,-1),(=1,1,—1),(1,1,-1), (=1, —1,1),(1,-1,1), (—=1,1,1), (1,1,1)

med lika sannolikheter, se figuren. Man kan da visa att slumpvandringarna i z-,

y- och z-led &r oberoende och att dessa slumpvandringar med lika sannolikhet
gar at vanster (nedat) eller hoger (uppat). Om salunda punktens koordinat
efter n steg ar (X,,Y,, Z,) ar X,,,Y, och Z, ar oberoende (visa detta som
ovning).
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Antag att partikeln startar i origo punkten (0,0,0). Att partikeln da har
atervant origo efter 2n steg ar ekvivalent med att antalet hogersteg (uppatsteg)
i -, y- och z-led alla &r n. Efter udda antal hopp kan man inte vara tillbaka.
Sannolikheten att efter 2n hopp ha gjort n hégerhopp i x-led ar (2:) (%)2” (bi-
nomialférdelningssannolikhet!) och detsamma géller i y- och z-led. Det betyder
att sannolikheten att vara tillbaka i origo efter 2n hopp ar ((*")(3)?")*. Stt
nu
A, = partikeln tillbaka efter 2n steg, n =1,2,...

Det géller alltsa att

n

Pl = (1) )" 0

och héndelsen att partikeln 6verhuvudtaget kommer tillbaka till origo ar A =
o 1A,. Vi skall visa att denna sannolikhet 4r mindre &n 1 och beh&ver



Sats (Booles olikhet). For godtyckliga hdndelser Aj, Ao, ... géller att san-
nolikheten att nagon av dem intréffar dr hogst lika stor som summan av san-
nolikheterna for handelserna,

P(UyA,) <) P(A)

Bevis Lamnas till lasaren, betrakta Venn-diagram och tolka sannolikhet som
areor.

Vi behover ocksa uppskatta (2:) och for detta d&ndamal anvander vi Stirlings

formel,
n! = e~ "n"v/2mrnel/ (127

dar 6,, ar ett virde som beror pa n och dar 0 < 6,, < 1. Med hjélp av denna
far vi

(2:) ( % o _ \/%een/«an) (2)

for nagot —1 < 6, < 1.

Av detta erhalls fran satsen, ekvationerna (1) och (2) att

P(A) = P(UA,) < Y P(A) =) ((2:> (%)2”)3 -

n=1
Sy <oy b
n=1 n n=1 n

ddr C &r en konstant. Summan ovan konvergerar tydligen och med hjilp av
numerik ar det inte sa svart att berdkna summan 22021((27?)(%)2")3 Med tre
decimalers noggrannhet blir den v = 0.393. Vi har saledes visat att sanno-
likheten att atervédnda till origo &r mindre &n 1. Man kan visa, men detta ar

svarare, att den exakta sannolikhet att atervénda till origo blir 17 = 0.282.

Om man istéllet betraktar en slumpvandring som sker till ndrmaste heltals-
punkt, dvs fran origo till nagon av de sex punkterna (41, 0,0), (0,+1,0), eller
(0,0, £1) kommer sannolikheten att atervinda att vara c:a 0.35. Denna slump-
vandring &r nagot svarare att analysera eftersom vandringarna koordinatvis
inte kommer att vara oberoende.

For symmetriska slumpvandringar pa linjen och i planet géller att sannolik-
heten att atervianda till startpunkten &r 1. I dessa fall 4&r konvergerar inte
summan av sannolikheterna P(A,,).



