Sannolikhetsgenererande funktion

Den sannolikhetsgenererande funktionen &r en transform av sannolikhetsférdelningen som
inom matematik brukar kallas z-transform. Den definieras som

gx(t) = E(t")

som ses som en funktion av ¢. Den ar mest anvindbar for diskreta stokastiska variabler som
kan anta véirdena 0,1,2,--- och blir da

t) = pr(k)tk

For diskreta variabler av ovanstaende typ ér alltsa den sannolikhetsgenererande funktionen
en potensserie eller t o m ett polynom om X bara antar ett &ndligt antal varden. Koefficienter
for t* &r alltsa px (k) = P(X = k).

Exempelvis svarar mot “tdrningskastférdelningen” som har px(k) = 1/6, k = 1,2,--- .6
funktionen gy (t) = (t +t* +--- + %) /6.

For Poissonfoérdelningen Po(m) med sannolikhetsfunktionen py (k) = mF/k! e=™ far man den
sannolikhetsgenererande funktionen till
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Eftersom px(k) > 0 och Y °px(k) = 1 konvergerar potensserien atminstone om [¢| < 1.
Potensserier och polynom bestédms av sina koefficienter och det betyder att om en sannolik-
hetsgenererande funktion ar given i potensserieform kan man direkt avldsa sannolikheterna
eftersom koefficienten framfor ¢ #r just P(X = k). Det finns en en-entydig motsvarighet
mellan diskreta fordelningar och sannolikhetsgenererande funktioner.

Anvandbarheten hos den sannolikhetsgenererande funktionen framgar da man gor observa-
tionen att om X och Y &r oberoende sa &r

x4y (t) = E*TY) = E(t*t") = (oberoendet) = E(t*)E(t") = gx(t)gy(t).

Detta gor att man lédtt kan fa fram sannolikhetsfordelningen for summan av oberoende dis-
kreta stokastiska variabler genom att 1) berdkna deras sannolikhetsgenererande funktioner,
2) multiplicera dessa, 3) skriva produkten som en potensserie samt 4) identifiera koefficienten
framfor t* som P(X +Y = k). Kan man direkt identifiera produkten som en viss férdelnings
sannolikhetsfunktion kan man direkt se vilken fordelning summan har. Detta dr en mycket
enklare metod &n att falta férdelningarna. Mot den komplicerade operationen “faltning”
svarar den enkla operationen “multiplikation” av transformerna.

Tillampat pa Poissonférdelningen ger detta att om X &r Po(m;) och Y &r Po(ms) och

oberoende sa far vi gx (t) = e™™ (1= och gy (t) = e~™2(1=%)_ Vidare #r da

m1(1—t)€—m2(1—t) —(m1+me)(1—t)

gx+v(t) = gx(t)gy(t) = e~ =e

som kan serieutvecklas for att erhalla P(X +Y = k) = (my + my)*/kl e=(™+m2) dvys vi ser
att X +Y &r Po(m; + ms). Egentligen behover vi inte ens serieutveckla utan ser direkt att



X + Y har en sannolikhetsgenererande funktion som vi kan identifiera med Po(m; + msg)-
fordelningens. Detta utnyttjar att serieutvecklingen &r entydig.

Matlab har funktionen conv som utfér multiplikation av polynom. Om vi lagrar sannolik-
heterna for ett tarningskast i vektorn x=[0 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6] sa ger conv(x,x)
som resultat en 13-dimensionell vektor som innehaller sannolikheterna fér att summan av
tva tarningskast skall bli 0,1,2,3,--- ,12. Pa motsvarande sétt ger Matlab-koden
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last=x ;

for i=1:99,
last=conv(x,last);
end ;

i vektorn last sannolikhetsférdelningen for summan av 100 tédrningskast. Den centrala delen
av denna fordelning framgar av figuren.



