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1 Inledning

Vi skall kortfattat behandla aspekter av teoretisk statistik déar framfor allt be-
greppet "uttommande” (ibland kallad ”tillriacklig”) stickprovsvariabel ar vik-
tigt. En sadan innebér en reduktion av data utan att man for den sakens skull
tappar nagon relevant information rérande parametern. Vi kommer att kunna
visa en enkel undre gréns for variansen for vantevardesriktiga skattningar som
man dessutom kan uppna i vissa sammanhang. Detta innebér alltsa att man
kan visa att vissa skattningar ér de effektivaste av alla tdnkbara skattningar.

2 Uttommande stickprovsvariabler

En punktskattning ¢ = t(zq,22,...,%,) = t(x) av en parameter ¢ innebdr en
reduktion av informationen i méatdata x = (z1, 29, ..., 2,). Om vi studerar de
x sadana att t(z) = t ar detta en delméngd av R". Pa motsvarande sétt &r for
olika ¢ héndelserna

At:{w 692t(X17X2,...7Xn) :t}

delméngder av Q. Dessa utgor en s k partition (uppdelning eller sonderléggning)
HavQ,dvsQ=LJ, A och Il = {A,, t € R}. Olika stickprovsvariabler ger
olika partitioner av 2. En partition II; &r en reduktion av en partition Iy om
mangderna i Il; alla utgdérs av unioner av méangderna i Il,. Partitionen II;
innebér da en "hopklumpning” av partitionen Il,. Vi kommer att vara intres-
serade av att finna den mest reducerade partitionen — mer om detta i avsnittet
om minimala uttémmande stickprovsvariabler.

Exempel: Vi kan definiera uppdelningarna av R" t ex genom att dela upp efter
viirdet pa z? + 23 + --- + 22. Detta innebiir att att dessa blir koncentriska
sfarer i R™. Skulle vi dessutom dela upp efter virdet pa 1 + x5 + --- + x,
svarar det mot plan. Kombinationen av dessa tva skulle ge cirklar i R™ med
olika radier och i olika orienteringar. Dessa uppdelningar av R" i form av
cirklar kan alltsa ses som genererade av i detta fall 2 stickprovsvariabler. I



) svarar denna uppdelning av R"™ mot héndelserna att variablerna hamnar i
motsvarande cirklar och utgor alltsa en partition av €. O

Exempel: Antag att vi har tre oberoende upprepningar av slantsingling som
resulterar i virdet O eller 1 med sannolikhet 1 — p respektive p. Vi har alltsa
data x1, x9, 3 som alla &r 0 eller 1. Vi har nu stickprovsvariabeln ¢(z1, x2, x3) =
1+ 29+ x3 = k dar alltsa k star for antalet 1:or. X; + X, + X3 ar som bekant
Bin(3,p). Vi far

P(X) =21, Xy = 9, X3 = x3) = p" 1218 (1 — p)=a1-m2m0s = ph(1] — p)3F,

For fixt k£ utgor Ay = {w € Q : X; + Xo + X3 = k} en del av Q. For olika
virden pa k erhalls en partition av 2. Vi later T' = X; + X5 + X3 som alltsa
k ar ett utfall av. Vi erhaller

P(Xl :$17X2:$2,X3:$3|T:k):
PXi=21,Xo =29, Xs =03, X1 + Xo+ X5 =Fk)
P(Xl—{—Xg—l—Xg:k)

0, om x1 + xy + w3 £k
k 3—k

1— 1

?)p(k p) 3—k:T’ OmI1+ZB2+JI3:]€.
(o) p*(1 —p) (x)

Notera att fordelningen for X, Xo, X3 givet virdet pa X; + X5 + X3 ej beror
av parametern p. Detta betyder att givet kunskap om véardet pa X; + Xo + X3,
d v s antalet 1:or, saknar den ytterligare kunskapen om i vilken ordning 0:orna
och 1:orna kommit relevans nér det géller p. O

Vi dr nu mogna for foljande definition.

Definition: En stickprovsvariabel T = t( X7, Xs, ..., X,,) dr uttommande for en
familj fordelningar om betingade fordelningen for X, X, ..., X, givet vérdet
pa T ar den samma for alla medlemmar i familjen. O

I allménhet &r familjen bestdmd av en parameter som p i exemplet ovan. Att
T =ty innebér att X, ..., X, ligger i partitionen t(z,...,z,) = to. Att T &r
uttommande innebér att fordelningen for X, ..., X, pa partitionen ej beror
av parametern och alltsa inte ger nagon information om parametern. Man
kan se datagenereringen som utférd i tva steg dar man forst far virdet pa
den uttommande stickprovsvariabeln. Denna lottning paverkas i hog grad av
vardet pa parametern. Man vet da vilken partition som data hamnat i. I steg
tva viljs en punkt pa partitionen och denna lottning beror ej av parametern.
I exemplet med binomialférdelade data var det t o m likformig fordelning pa
partitionen, men sa snéllt behover det inte alltid bli.

Foljande sats ger ett enkelt kriterium pa nér en stickprovsvariabel T' ar ut-
tommande.

Sats 1 En stickprovsvariabel T = t(X1, Xs, ..., X,,) dr uttommande for pa-
rametern # om och endast om tétheten (eller sannolikhetsfunktionen) for
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X = (X1, Xy, ..., X,) kan skrivas

fX(il:, 9) = le,XQ ,,,,, Xn<x17 L2y .oy Tp; 0) = g(t(x)> 6)h<x>7

d v s som en funktion av 6 och ¢(z1, xs, ..., x,) och en funktion som bara beror
av T1,T2,...,Ty. O

Bevis (diskreta fallet):
(<:) Antag att P(X =) = g(t(z),0)h(z). Vi far fordelningen for 7' genom
att summera 6ver de x dér t(z) dr konstant. Vi far

PT=t)= Y. PX=2)= 3 g(t@) 0hiz) = glto,0) 3 h(z).

t(x)=to t(xz)=to t(x)=to

Den betingade fordelningen for X givet T = ty blir alltsa

- - 0, om t(x) # to
PX =z|T =t)) = P(XP(_T:B’_j; ; bo) - —h(x) om t(z) =t
o 2 it)=to M)’ o

Notera att detta ej beror av parametern 6. Alltsa dr T uttémmande. Denna
betingade fordelning ar alltsa fordelningen Gver partitionen givet vérdet av
den uttommande stickprovsvariabeln. Skulle h(z) vara konstant svarar den
mot likformig fordelning 6ver partitionen. I allménhet beror dock h av x.

(=:) Antag att T ar uttommande. Da géller alltsa att P(X =z | T = to) €]
skall bero av 6. Vi har alltsa P(X =z | T = ty) = c(x,ty). Vi far om t(x) = t,

PX=2z2)=PX =2z,t(X) =1ty =

PX =z | t(X) =t)P(t(X) =to) = c(z, ) P(t(X) = t(x)),
som utgor den onskade faktoriseringen eftersom P(¢(X) = t(x)) bara beror av
x genom vérdet pa t(z). O

I binomialexemplet ovan géller att
P(Xy =21, Xy = @9, X3 = x3) = p" T4 (1 — p)P17%27% = pF(1 — p)P~F,

som t o m bara beror av x; +x9+x3. Alltsa ar T' = X + X, + X3 uttommande.

Exempel:Poisson-fordelade data
Lat Xy, Xy,..., X, vara oberoende Po(u)-fordelade. Vi har da om T'(z) =
$1+$2+"'+$n:k

T1+a2+t - +Tn ,— N
H "e — uke—n,u . 1
'zl .y,

PX =x2)=

x1lze! .y,

sa detta faktoriseras pa rétt sitt med h(x) = 1/(z4!...x,!) och g(T(x),p) =
pr@ e Alltsa dr T(X) = X; + Xo + -+ + X, uttommande. Man behover
inte halla reda pa de enskilda observationerna utan bara deras summa. O
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I satsen ovan ser man att det finns ett antal uttommande stickprovsvariab-
ler, t ex ar X faktiskt uttommande. Om data &r oberoende likaférdelade &r
de s k ordningsvariablerna Xy, X(a),..., X() som dr Xy, X,..., X, ordna-
de i storleksordning uttommande. Mer intressant dr det naturligtvis om den
uttommande stickprovsvariabeln innebér en vésentlig reduktion av data. Vi
aterkommer senare till problemet att finna en minimal uttémmande stick-
provsvariabel, dvs en som inte ytterligare kan reduceras.

3 Likelihood och information

Att (X)) dr uttommande for 6 innebér att likelihoodfunktionen kan skrivas

L(0) = f(z;0) = g(i(x), 0)h(z)

vilket ju innebér att ML-skattningen bara beror av & genom virdet pa t(z).
Detta syns tydligast om vi logaritmerar och erhaller

In L(0) = In(g(t(x),0)) + In(h(z)),
dér ju sista termen ej beror av # och alltsa férsvinner da man deriverar med
avseende pa 6.

V1 infor den stokastiska variabeln

0 _ L) _ f(X.6)
W = %IH(L(Q,X)) L) f(X,0)

dar ’ star for derivering med avseende pa . Variabeln W kallas ibland score.

Exempel:Poisson-fordelade data.
Med n oberoende Po(u)-fordelade data erhalls

L(p) = pottone™ [(xy) . xy))
som ger
In(L(p)) = (z1 + 2o+ -+ x,) - In(p) —np — In(xq! ... x,!)

som deriverat med avseende pa u ger

X1+ Xo+--+ X,

W = —n.
1
Vi noterar att F(W) = 0 och detta &r ingen tillfallighet som framgar av nésta
sats. O
0
Sats: Scoren W = %ln L(0; X) = f'(X;0)/f(X;0) har vantevirde 0, d v s

E(W) = 0 oavsett viirdet pa 6.
Bevis: Vi far

/"X, 0)
f(X,0)

f(z,0) d d
- 7.0 f(z,0)dz

BOW) = B(2)) =



dér vi antar att vi kan flytta ut deriveringen m a p 6 ur integralen. O
Variansen for W spelar stor roll i fortsédttningen och vi kommer att kalla den
informationen.

Definition: Informationen fran ett stickprov X rérande parametern 6 &ar Ix(0) =

V(W). 0

For Poisson-fordelade data dér W = (X; + Xa + -+ - + X,,)/p — n enligt ovan
erhalls informationen

1 n n
Ix(u) = V(W) = —(V(X1) + V(Xa) + -+ V(X)) = £ =2
0 prop
Notera att informationen, trots beteckningen inte &r stokastisk. Man kan jamfora

med beteckningen fx for téitheten for X.
Eftersom E(W) =0 &r V(W) = E(W?) och vi erhaller

1x(6) = E(( g 1. 0)°) = B((CLE7).

Man noterar att om vi har tva oberoende dataméngder X och Y och ligger
ihop dessa till en enda dataméngd X,Y sa erhalls

Wxy = % In(L(0; X,)Y)) = %IH(L<9;X)L(0;Y)) =Wx + Wy
och alltsa att Ixy = Ix + Iy eftersom variansen for en summa av oberoende
variabler 4r summan av varianserna.

Som specialfall kan vi ta situationen med n oberoende likaférdelade observa-
tioner

X1, Xo, ..., X, dar vi alltsa far

x, =1Ix, +1Ix, + -+ Ix, = nlx,.

-----

I Poisson-exemplet &r scoren for forsta observationen W = X;/u— 1 och alltsa
informationen V(W) = V(X /u — 1) = V(Xy)/u? = pu/p? = 1/p. For ett
stickprov av n oberoende observationer erhalls alltsa informationen n/p.

Om vi har en uttommande stickprovsvariabel T'(X) sa har 7'(X) samma in-
formation om parametern som X sjalv.

Sats:Om T'(X) ér uttémmande for 0 galler att Irx) = Ix. O
Bevis: Eftersom 7'(X) dr uttommande kan likelihooden skrivas
f(z,0) = g(i(x),0)h(x)
sa vi erhaller f(X,0) = g(t(X),0)h(X) som ger
In(f(X,0)) = In(g(t(X),0)) + In(h(X)).
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Deriveras detta med avseende pa 6 forsvinner sista termen som ju ej beror av
0 och vi erhaller scoren
0

W= %m(f(x,e)) = 5g ng(t(X), 0)),

som medfor pastaendet. O

Informationen hénger intimt samman med variansen for skattningar enligt
foljande. Betrakta scoren W for observationerna X relativt parametern 6. Vi
hade ju E(W) = 0 och vi studerar nu kovariansen mellan 7" = #(X) och W.
Vi erhaller

C(T,W) = E(TW) — E(T)E(W) = E(TW) = E<T% In(f(X, 9))) =

| ta) f(; 7 (7, 0) /(. 0)do = [ o) f(a.0)de BT,

Om nu 7T ar véntevirdesriktig sa géller E(T') = 6 och detta ger f6ljande mycket
intressanta resultat: C'(W,T) = 1. Vi vet ju att korrelationskoeficienten ligger
mellan —1 och 1 och detta ger

cowT) 1
VVIWV(T)  /V(W)V(T)

o(W,T) =

dvs V(T) > 1/V(W) ty |o(W,T)| < 1. Detta ger den fundamentala Cramér-
Raos sats.

Sats:(Cramér-Raos sats)
Om T = t(X) &r vantevardesriktig géller V/(T') > 1/V(W) = 1/1(8). 0

Vi har alltsa knutit ihop informationen med en undre gréins for variansen for
en skattning. Om man nu har hittat en véntevérdesriktig skattning 7" av 6
sadan att V(T') = 1/V(W) kan man dra slutsatsen att det inte finns nagon
annan vantevirdesriktig skattning som ér effektivare, dvs har mindre varians.

Exempel: (forts.) Med Poisson-fordelade data fick vi V(W) = n/u och eftersom
T = X #r en vantevirdesriktig skattning med variansen
1 " 1

V(T) = V(%(Xl F Xt X)) = V() = = s

vilket innebér att vi uppnatt undre grédnsen i satsen ovan. Alltsa finns ingen
annan effektivare vintevardesriktig skattning av pu. O



4 Exponentiella familjer

Den exponentiella (en-parametriga) familjen fordelningar definieras av att

f(@;0) = B(0)h(x) exp(Q(0) R (z))
for lampliga val av funktioner. Vi tolkar f(x;6) antingen som en téthet eller

som sannolikhetsfunktion. T ex kan Bin(n, §)-férdelningens sannolikhetsfunk-
tion skrivas

pla;0) = (Z) 67 (1— )" = (1— 9)”(;‘) exp(zIn(0/(1—0))), z=0,1,....n
dvs i denna form med B(6) = (1 — 6)", h(z) = (7), Q(F) = In(A/(1 — 0))

och R(z) = z. Aven Poisson-fordelningen, for-forsta-gangen-fordelningen och

exponentialfordelningen dr exempel pa en-parametriga exponentiella familjer.

Om vi granskar Cramér-Raos sats ser vi att likhet uppstar da korrelationen
mellan 7" och W é&r 1. Detta innebér att W kan skrivas som ett linjart uttryck

iT, dvs att

)
W= =5 f(X:0) = c(0)T +d(0),

dér vi kallat koefficienterna ¢ och d. Dessa far bero av # men ej av X. Integreras
detta uttryck erhalls
In(f(X;0))=C(O)T + D) + K(X)

dér C"(0) = ¢(0) och D'(0) = d(0). Detta innebér att f(z;60) dr en medlem av
en exponentiell familj eftersom den kan skrivas

f(@;0) = exp(D(0)) exp(K (z)) exp(C(0)t(z)),
dér alltsa B(0) = exp(D(6)), h(x) = exp(K(z)), Q(F) = C(f) samt R(z) =
t(zx).

A andra sidan giller att om f(;#) tillhor en exponentiell familj

f(;8) = B()h(zx) exp(Q(6) R(x))
sa dr > 1 R(X;) en uttommande stickprovsvariabel. Alltsa uppnas den undre

gransen i Cramér-Raos sats och i klassen av vantevirdesriktiga skattningar
har vi hittat en med minimal varians, dvs som é&r effektivast.

Det finns &ven fler-parametriga exponentiella familjer som har tétheter (san-
nolikhetsfunktioner) av typen

f(;0) = B(0)h(x) exp(Q1(0) Ry () + - - - + Qk(0) Ri()),

dér @ dr k-dimensionell. Normalférdelningen och I'-férdelningen &r av denna
typ for k = 2. Vidare dr (R1(X), R2(X), ..., Re(X)) en uppséttning uttommande
stickprovsvariabler. Man kan visa att om man har n observationer och det finns
en k-dimensionell uttommande stickprovsvariabel dir £ < n sa kommer da-
ta fran en k-parametrig exponentiell familj. De exponentiella familjerna dyker
alltsa upp da man kan gora en reduktion av data till en ldgre dimension &n
data sjalv.



5 Konstruktion av effektivare skattningar

Om vi funderar pa att anvinda U = «(X) som skattning av 6 och vi har tillgang
till en uttommande stickprovsvariabel 7' = #(X) sa kan vi ur U konstruera en
ny skattning med mindre varians &n U. Lat namligen ¢(t) = E(U|T = t),
dvs betingade vénteviirdet givet 7' = ¢. Om vi nu sitter Y = ¢(7") (som
brukar betecknas Y = E(U|T)) sa géller enligt lagen om total férvéntan att
E(Y) = E(E(U|T)) = E(U). Alltsa ar Y véantevirdesriktig om U dr det.
Vidare giller enligt sats 5.16 i laroboken att

V(U)=EWVUT)+V(EU|T)) =EVU|T)) + V().

Eftersom V(U|T) > 0 sa géller alltsa V(U) > V(Y'). Slutsatsen dr alltsa att
om en skattning inte skulle vara en funktion av en uttémmande stickprovsva-
riabel sa kan man ”forbéttra” den genom att betinga med avseende pa en
uttommande stickprovvariabel. Vi har alltsa foljande sats.

Sats: (Rao-Blackwells sats).

Om U é&r en skattning och 7' en uttémmande stickprovsvariabel och Y =
E(UI|T) sa géller att E(Y) = E(U) och att V(U) > V(Y). O

Man far t ex for vintevirdesriktiga forslag U med denna metod (Rao-Black-
wellization) en véntevérdesriktig skattning som é&r effektivare &n U. F 6 kan
man notera att en sadan skattning &r en funktion av en uttommande stick-
provsvariabel.

I nésta avsnitt kommer vi att ta fram s k minimala uttommande stickprovsva-
riabler. Dessa innebér en maximal reduktion av data utan att ha férlorat nagon
information rérande parametern. Om man har en minimal uttémmande stick-
provsvariabel T' sa definierar den en partition som &r maximalt ”grov”. Parti-
tionen av en annan uttémmande (men inte minimal) stickprovsvariabel U &r
alltsa sadan att medlemmarna i dess partition helt ligger i enskilda medlemmar
av partitionerna fér den minimalt uttémmande. Olikheten i Rao-Blackwells
sats blir en likhet om och endast om P(V(U|T) = 0) = 1 som ju innebér att
U ér en funktion av 7. I sa fall har ju U|T = t en enpunktsfordelning. Omvént
géller att om U givet T har betingade variansen 0 har den med sannolikhet
1 virdet E(U|T = t) = g(t). Detta betyder att med ett X = & med t(x) =t
ar vardet av U just g(t) = g(t(x)), dvs att U dr en funktion av 7. Om Rao-
Blackwellization inte ger en minskning av variansen sa ar redan U en funktion
av T

6 Minimala uttémmande stickprovsvariabler

Man kan ju ge ett antal uttommande stickprovsvariabler, t ex utgér ju det ur-
sprungliga stickprovet en sadan. Om observationerna ér oberoende likafordelade
utgor ocksa ordningsvariablerna uttémmande stickprovsvariabler. Detta in-
nebér att man skulle vilja konstruera en minimal uttémmande stickprovsvari-
abel, dvs en som &r sadan att motsvarande partition av 2 inte kan ”klumpas
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ihop” ytterligare och dnda vara uttommande. Detta avsnitt orienterar lite om
hur detta kan ga till.

Lat

D(x)={y € R": [(y;0) = k(y,z)f(z;0)}
dar alltsa k(z,y) ej beror av . Man kan se D(z) som méngden av de y for vilka
kvoten mellan tatheterna i x och y ej beror av 6. Man 6vertygar sig réatt latt

om att denna konstruktion &r en ekvivalensrelation, dvs en relation ~ mellan
punkterna (i detta fall i R"™) som uppfyller villkoren

1) x ~ z (reflexivitet)
2) Om z ~ y sa giller y ~ z (symmetri)
3) Om z ~ y och y ~ z sa giller £ ~ z (transitivitet)

En ekvivalensrelation delar upp méngden i disjunkta ekvivalensklasser. Med
urvalsaxiomet kan vi vélja en representant xp fran varje ekvivalensklass. Vi
later nu G(x) vara just denna representant £ fran den ekvivalensklass som x
tillhor. G definierar en partition av R™. Om vi nu betraktar G(X) sa ar detta
en stickprovsvariabel som alltsa definierar en partition av 2. Vi har nu for
likelihooden

f(@,0) = k(z,2p)[(xp,0) = k(z,G(x)) f(G(z),0).

Men detta ar just en sadan faktorisering som innebéar att G(X) &r en ut-
tommande stickprovsvariabel for . Ekvivalensrelationen ger alltsa upphov till
en uttommande stickprovsvariabel. Vi vill nu visa att den &dr minimal, dvs
ej kan reduceras ytterligare. Antag dérfor att vi har en annan uttémmande
stickprovsvariabel ¢(z) med partitioner II. Vi vill alltsa visa att varje medlem
i partitionen definierad av t(z) helt ligger i nagon medlem D av partitionerna
definierade av G(z). Lat ¢ och y vara punkter som ligger i samma partition
definierad av t sa att t(z) = t(y). Eftersom ¢(X) ar uttommande for 6 géller
att

och (eftersom t(x) = t(y))

fy.0) =r(y)s(t(y), ) = r(y)s(t(z),0).
Detta ger om vi loser ut s(t(x), ) ur forsta relationen

f(z,0)

r(z)

f(y,0) =r(y)

= k(x,y)f(x,&),

med k(z,y) = r(y)/r(xz). Alltsa giller att & ~ y, eller annorlunda uttryckt
att de ligger i samma ekvivalensklass i partitionen definierad av G. Alltsa
dr G(X) en minimal uttommande stickprovsvariabel som inte kan reduceras
ytterligare. O



Exempel: Om vi har binomialférdelning, dvs n oberoende likafordelade data
med sannolikhetsfunktion 0%(1 — 6)* for x = 0,1 sa erhaller vi

P(X =x;0) = 0217 (1 — )" 21,

Vi far da

P(X =:0) _ (L mreegiw
PX=y0) ‘1-0 ’

som inte beror av 6 precis da Y [ x; = Y. y; vilket betyder att Y ] X; &r

minimal uttémmande stickprovsvariabel. O

Exempel: Om vi har n oberoende normalfoérdelade variabler X; som &r N(u, o).
Kvoten mellan tédtheterna i  och y blir da

fl@;p o)

fy;p,0)
exp(—%ﬂ(Z(:ﬁi —p)? — Z(yz —)%) =

e (= a3 (et =)= 2> =3l

1

Denna kvot beror av parametern (p,0) om inte bade > [ x; = > [y och
Tx? =31 y? Alltsa utgor paret (37 X;, > X?) den minimala uttémmande

stickprovsvariabeln. Dessa bestimmer entydigt X och stickprovsvariansen S?

sa fiven paret (X, S?) dr minimal uttdmmande. O

En skattning med minimal varians maste vara en funktion av minimala uttom-
mande stickprovsvariabler. Vi skulle annars med Rao-Blackwells sats kunna
konstruera en ny skattning med mindre varians som &r en funktion av den
minimala uttémmande.
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