SF1901: Demonstration
VT 2017

P. Nyquist (KTH) SF1901 VT 2017 1/31



Outline

@ Fordelnings- och tithetsfunktion
© Multivariat normalférdelning

© Simulering av slumptal

@ Stora talens lag

© Monte Carlo

© Konfidensintervall

P. Nyquist (KTH) SF1901 VT 2017 2/31



Mal med dagens féreldsning:
@ Repetera nagra viktiga begrepp fran kursen.
@ lllustrera vissa koncept och resultat med hjalp av MATLAB.
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Fordelnings- och tdthetsfunktion

Fordelnings- och tathetsfunktion
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Fordelnings- och tdthetsfunktion

Tathetsfunktionen fx for en kontinuerlig stokastisk variabel X definieras av

b
mepm»:lfﬂ@w,

och fordelningsfunktionen Fx ges av

awzpwg@:/x&mw.
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Fordelnings- och tithetsfunktion

Tathetsfunktionen fx for en kontinuerlig stokastisk variabel X definieras av

b
mepm»:lfM@w,

och fordelningsfunktionen Fx ges av

awzpwg@:/x&mw.

MATLAB har kommandon fér de vanligaste fordelingarna. Exempel
(tathetsfunktioner):

o Normalférdelningen: normpdf (x,mu, sigma).

e Exponentialférdelningen: exppdf (x,mu); parametern ar vantevardet
(jfr. Blom).

e Gammafdrdelningen: gammapdf (x,a, b).
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Fordelnings- och tdthetsfunktion

Exempel: Normalférdelningen

Plot av N(u, o) for olika p, o.

1 _ (x=p)?
e 202
V2o

%% Tathetsfunktion for normalfordelning dx = 0.01;

x = -10:dx:10; % Skapar en vektor med dx som inkrement
y = normpdf (x, 0, 1);

plot(x,y), hold on

z = normpdf (x,-1,0.1);

plot(x,z,’r’)

w = normpdf(x,2,2);

plot(x,w,’g’)

fx(x) =
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Fordelnings- och tdthetsfunktion

Exempel: Normalférdelningen
Plot av N(u, o) for olika p, o.
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Fordelnings- och tdthetsfunktion

Exempel: Normalférdelningen

Plot av N(u, o) for olika p, o.

35F

251

05

1=0, 0 =1

p=-1, 5=0.1
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Fordelnings- och tdthetsfunktion

Exempel: Normalférdelningen

Plot av N(u, o) for olika p, o.
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Fordelnings- och tdthetsfunktion

Exempel: Normalférdelningen

Plot av N(u, o) for olika p, o.
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Fordelnings- och tdthetsfunktion

Exempel: Gammaférdelningen

Liknande kod illustrerar Gammafdrdelningen for olika parametrar a, b:

1

= W(a)xaflefx/b; (skillnad mot Blom)

fx(x)
%% Tathetsfunktion for gammafordelning dx = 0.01;
x = -0:dx:10; % Skapar en vektor med dx som inkrement
y = gampdf(x,1,2);
plot(x,y), hold on
z = gampdf(x,5,1);
plot(x,z,’r’)
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Fordelnings- och tdthetsfunktion

Exempel: Gammaférdelningen
Liknande kod illustrerar Gammafordelningen for olika parametrar a, b:
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Fordelnings- och tdthetsfunktion

Exempel: Gammaférdelningen

Finns dven funktioner for de vanligaste fordelningsfunktionerna. For
Gammafordelningen:

%% Fordelningsfunktion for gammafordelning

dx = 0.01;

x = -0:dx:10; % Skapar en vektor med dx som inkrement
y = gamcdf(x,1,2);

plot(x,y), hold on

z = gamcdf(x,5,1);

plot(x,z,’r’)
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Fordelnings- och tdthetsfunktion

Exempel: Gammaférdelningen

Finns dven funktioner for de vanligaste fordelningsfunktionerna. For
Gammafordelningen:
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Fordelnings- och tdthetsfunktion

Betrakta nu en stokastisk variabel X med tathetsfunktion
x A
fx(x)=Xe™x + =, xe€][l1,10]
X

for ett specifikt A. Mojliga varden pad \?
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Fordelnings- och tdthetsfunktion

Betrakta nu en stokastisk variabel X med tathetsfunktion
x A
fx(x)=Xe™x + =, xe€][l1,10]
X

for ett specifikt A. Mojliga varden pad A7 Vill l6sa ekvationen

10
/ fx(x)dx = 1.
1
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Fordelnings- och tdthetsfunktion

Betrakta nu en stokastisk variabel X med tathetsfunktion
x A
fx(x)=Xe™x + =, xe€][l1,10]
X

for ett specifikt A. Mojliga varden pad A7 Vill l6sa ekvationen

10
/ fx(x)dx = 1.
1

Kan I8sa den numeriskt, ger approximationen A = 0.4267.
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Fordelnings- och tithetsfunktion

Betrakta nu en stokastisk variabel X med tathetsfunktion
x A
fx(x)=Xe™x + =, xe€][l1,10]
X

for ett specifikt A. Mojliga varden pad A7 Vill l6sa ekvationen

10
/ fx(x)dx = 1.
1

Kan I8sa den numeriskt, ger approximationen A = 0.4267. Kan vidare
jamféra tathetsfunktionen for X med t.ex. exponentialférdelningen.

%% Jamforelse av tathetsfunktioner dx = 0.1;

x = 0:dx:15; % Skapar en vektor med dx som inkrement

mu = 1;

y = exppdf(x, mu); % exponential-fordelningen

plot(x,y), hold on

lambda = 0.4267;

f=(lambdaxexp (-x/lambda)+lambda./x) .*(x > =1 x < = 10);
plot(x,f)
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Fordelnings- och tdthetsfunktion

Jamforelse av tathetsfunktionen for Exp(1) och den s.v. X (A = 0.4267).

Skillnader?

0.9

08

0.6
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Exp(1)

A=0.4267
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Multivariat normalférdelning

Multivariat normalférdelning (i tvddimensioner) bestdms av fem parametrar:

ux, O0x, HYy, Oy, P,

dar pux,py € R, ox,0y € (0,00), p € [-1,1]. Kod for att rita upp
fordelningen:

%% Multivariat normal
mux = 0; muy = -2; sigmax = 1; sigmay = 4; rho = 0.7;
plot_mvnpdf (mux, muy, sigmax, sigmay, rho)
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Multivariat normalférdelning

Graph of the joint density of X and Y 0 Contour plot of the joint density of X and Y

ol

Vad svarar parametrarna mot? Hur p&verkar olika varden plottens
utseende?
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Multivariat normalférdelning

Graph of the joint density of X and Y Contour plot of the joint density of X and Y

10

Vad svarar parametrarna mot? Hur p&verkar olika varden plottens
utseende?
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Multivariat normalférdelning

Graph of the joint density of X and Y

Contour plot of the joint density of X and Y
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Vad svarar parametrarna mot? Hur p&verkar olika varden plottens
utseende?
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Simulering av slumptal
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Simulering av slumptal

Med hjilp av MATLAB (eller annan programvara) kan vi simulera slumptal.
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Simulering av slumptal

Med hjilp av MATLAB (eller annan programvara) kan vi simulera slumptal.
Foljande experiment simulerar N slumptal fran Exp(10), ritar det erhallna
histogrammet samt den sanna tithetsfunktionen.

%% Simulering av slumptal

mu = 10;

N = led;

y = exprnd(mu, N, 1); % Genererar N exp-slumptal
hist_density(y); % Skapar ett normaliserat histogram
t = linspace(0, 100, N/10); % Vektor med N/10 punkter
hold on

plot(t, exppdf(t, mu), ’r’) % ’r’ betyder rod linje
hold off
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Simulering av slumptal

Med hjilp av MATLAB (eller annan programvara) kan vi simulera slumptal.
Féljande experiment simulerar N slumptal fran Exp(10), ritar det erhallna
histogrammet samt den sanna tathetsfunktionen.

0 M ' 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
X
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Simulering av slumptal

Med hjilp av MATLAB (eller annan programvara) kan vi simulera slumptal.
Féljande experiment simulerar N slumptal fran Exp(10), ritar det erhallna
histogrammet samt den sanna tathetsfunktionen.

P. Nyquist (KTH) SF1901 VT 2017 13 / 31



Simulering av slumptal

Upprepar experimentet.
o Hur férhaller sig histogrammet till den roda linjen (tathetsfunktionen)?

@ Hur forklaras variationen kring linjen?
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Simulering av slumptal

60 70 80 90 100
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Stora talens lag

Theorem (Stora talens lag)
For oberoende, likaférdelade s.v. X1, Xz, ...,

1 n
Sp = nz;x,- — E[X1], n— oo.
1=
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Stora talens lag

Theorem (Stora talens lag)
Fér oberoende, likaférdelade s.v. X1, Xo, ..

.

1 n
= — Xi — E[X1], .
S n; — E[X1], n— o

Hur ser konvergensen ut? Kan simulera de s.v. Xy, X5, ... och studera S,'s
beteende.
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Stora talens lag

Theorem (Stora talens lag)

Fér oberoende, likatérdelade s.v. X1, Xo, . ..

1 n
Sni= n;x,- — E[X1], n — oc.

%% Stora talens lag

mu = 0.5;

M = 500;

X = exprnd(mu, M, 1);
plot(ones(M, 1)*mu, ’r-.’)
hold on

for k = 1:M

plot(k, mean(X(1:k)), ’.7)

xlabel (num2str(k)), pause(0.001)

end
hold off
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Stora talens lag

En illustration for Exp(0.5), n = 500.

0.65 T T
—-—--Sant u
Skattning av
0.6 4
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Stora talens lag

En illustration for Exp(0.5), n = 500. Vad hander om vi dndrar n?

0.65 T T
—-—--Sant u
Skattning av
0.6 4
0.55 L -

035 .

0.3 I I I I I I I I I
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
500
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Monte Carlo

Monte Carlo
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Monte Carlo

Vi kan vara mer precisa gillande vad stora talens lag siger:

Theorem
Fér likafordelade X1, Xa, ..., med E[X1] = u, géller for varje ¢ > 0

1 n
(13-

i=1

<e>—>1, n — oo.

Vi kan anvanda detta for att med hjalp av en dator skatta vantevarden
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Monte Carlo

Vi kan vara mer precisa gillande vad stora talens lag siger:

Theorem
Fér likafordelade X1, Xa, ..., med E[X1] = u, géller for varje ¢ > 0

1 n
(13-

i=1

<6>—>1, n — oo.

Vi kan anvanda detta for att med hjalp av en dator skatta vantevarden:
Monte Carlo-metoden.

@ Den grundliggande idén har funnits inom matematiken sedan
&tminstone 1700-talet.

@ Stanislaw Ulam och John von Neumann utvecklade under 1940-talet
metoder for att gora “tarningskast” p& en dator.

o Forsta vetenskapliga artikeln av Ulam och Nicholas Metropolis (“The
Monte Carlo Method” (1949).

@ Arbetet utférdes i Los Alamos i samband med Manhattanprojektet.
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Monte Carlo

Exempel: X, Y oberoende s.v. X ~ Exp(4), Y ~ N(0,1). Vill berdkna
E[eXcos(Y)].
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Monte Carlo

Exempel: X, Y oberoende s.v. X ~ Exp(4), Y ~ N(0,1). Vill berdkna
E[eXcos(Y)].

Definitionen siger

E |:eXCOS(Y):| :/

X

/ eXC°S(y)f(x,y)dxdy,
>0 Jy€e(—o0,00)

dir f = fx y ar tthetsfunktionen for den gemensamma fidelningen for paret
(X, Y). Oberoende — fx y(x,y) = fx(x)fy(y). Far darfor

oo 1 1 ¥2
Xcos(Y)| — xcos(y) = ,—% -4
E {e } /0 /OO e 2¢ ¢ \/%e z dydx.
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Monte Carlo

Exempel: X, Y oberoende s.v. X ~ Exp(4), Y ~ N(0,1). Vill berdkna
E[eXcos(Y)].

Definitionen siger

E |:eXCOS(Y):| :/

X

/ eXC°S(y)f(x,y)dxdy,
>0 Jy€e(—o0,00)

dir f = fx y ar tthetsfunktionen for den gemensamma fidelningen for paret
(X, Y). Oberoende — fx y(x,y) = fx(x)fy(y). Far darfor

oo 1 1 ¥2
Xcos(Y)| — xcos(y) = ,—% -4
E {e } /0 /OO e 2¢ ¢ \/%e z dydx.

Kan istallet skatta det sokta vantevardet med Monte Carlo
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Monte Carlo

Tag N stort och simulera slumpvariables Xi,..., Xy och Yq,..., Yy frén
Exp(4) resp. N(0,1).

For varje i = 1,..., N, betrakta Z;:

Zi — eX,- cos(Y,-)7

och forma medelvardet Z fran det erhallna stickprovet.
Resultat vid tre kdrningar (N = 10°):
%% Monte Carlo e 1.1974
N = 1e5;
X = exprnd(1/4,N,1);
Y = randn(N,1);
mean (exp (X.*cos(Y)));
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Monte Carlo

Tag N stort och simulera slumpvariables Xi,..., Xy och Yq,..., Yy frén
Exp(4) resp. N(0,1).

For varje i = 1,..., N, betrakta Z;:

Zi — eX,- cos(Y,-)7

och forma medelvardet Z fran det erhallna stickprovet.
Resultat vid tre kdrningar (N = 10°):
%% Monte Carlo e 1.1974

N = leb; e 1.1950
X = exprnd(1/4,N,1);

Y = randn(N,1);

mean (exp (X.*cos(Y)));
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Monte Carlo

Tag N stort och simulera slumpvariables Xi,..., Xy och Yq,..., Yy frén
Exp(4) resp. N(0,1).

For varje i = 1,..., N, betrakta Z;:

Zi — eX,- cos(Y,-)7

och forma medelvardet Z fran det erhallna stickprovet.
Resultat vid tre kdrningar (N = 10°):
%% Monte Carlo e 1.1974

§ o less /a1 o 1.1050
X = exprnd(1/4,N,1);
Y = randn(N,1); e 1.1949
mean (exp(X.*cos(Y)));
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Monte Carlo

Exempel: Berdkning av .
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Monte Carlo

Exempel: Berdkning av .

Tag U, V oberoende, likformigt fordelade p& [—1,1]. Paret (U, V) tar d&
varden i [—1,1] x [-1,1] och kan ses som koordinater i enhetskuben i tva
dimensioner. Sannolikheten att hamna i enhetscirkeln ges av

P(V U2+ V2 < 1),

inses latt vara

area av enhetscirkeln

T
= — ~0.785
area av enhetskuben 4
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Monte Carlo

Exempel: Berdkning av .

Tag U, V oberoende, likformigt fordelade p& [—1,1]. Paret (U, V) tar d&
varden i [—1,1] x [-1,1] och kan ses som koordinater i enhetskuben i tva
dimensioner. Sannolikheten att hamna i enhetscirkeln ges av

P(V U2+ V2 < 1),

inses latt vara

area av enhetscirkeln

T
= — ~0.785
area av enhetskuben 4

Kan skatta pi med Monte Carlo-metoden:
e Simulera (U1, Vi),...,(Un, Vn) (N stort).

o For varje i kontrollera om /U? + VZ < 1 eller inte.

o Berakna medelvardet av motsvarande indikatorvariabler:
N
N im U7 + VP <1}
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Monte Carlo

Estimate 7: 0.700 (n = 10),
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Monte Carlo

Estimate #: 0.700 (n = 10), 0.720 (n = 50), 0.740 (n = 100), 0.771
(n=10%),
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Monte Carlo

=100), 0.771

n

0.740 (

50)

n

0.720 (

10),

n

Estimate #: 0.700 (

(n= 103),
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Monte Carlo

Estimate #: 0.700 (n = 10), 0.720 (n = 50), 0.740 (n = 100), 0.771
(n=10%), 0.783 (n = 10%).
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Konfidensintervall

Konfidensintervall
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Konfidensintervall

Ett konfidensintervall med konfidensgrad 1 — « for en (okdnd) parameter 6
ar ett intervall lp = (a(x), b(x)) s&dant att

P(a(X) <0 < b(X))=1—a,

dar x = (xq, ..., x,) ar ett stickprov frén X = (Xi,..., X,), vars fordelning
beror p& den okdnda parametern.

Hur val stimmer var tolkning av konfidensgraden i specifika exempel?
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Konfidensintervall

Ett konfidensintervall med konfidensgrad 1 — « for en (okdnd) parameter 6
ar ett intervall lp = (a(x), b(x)) s&dant att

P(a(X) <0 < b(X))=1—a,

dar x = (xq, ..., x,) ar ett stickprov frén X = (Xi,..., X,), vars fordelning
beror p& den okdnda parametern.

Hur val stimmer var tolkning av konfidensgraden i specifika exempel?

Experiment: Baserat pd 100 stickprov av storlek n = 25, skatta 100
95%-iga konfidensintervall for vantevardet i en N(u, o)-férdelning (u, o
givna).

@ Hur ménga intervall innehéller det sanna vardet p = 27

@ Hur paverkar de olika parametrarna p, o, n och « resultatet?
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Parametrar: p =2, 0 =1, n=25 a=0.05 >, I{p € Ilf} =05
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Konfidensintervall

Parametrar: =2, 0 =1, n=25 a=0.05; ), I{p € I:} =05
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Konfidensintervall

Parametrar: p =2, 0 =3, n =25, o = 0.05;
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Konfidensintervall

Parametrar: p =2, 0 =3, n=25, a =0.05; >, I{p € I:} =96
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Konfidensintervall

Parametrar: p =2, 0 =3, n=25,a=0.05 ), I{p € Il’;} =06

() u=2,0=1,n=25 a=0.05 (b) o =3

Figurro =3 vso =1
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Konfidensintervall

Parametrar: p =2, 0 =1, n =100, o = 0.05;
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Parametrar: =2, 0 =1, n =100, « = 0.05; >, I{p € /;If} =05
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Konfidensintervall

Parametrar: 4 =2, 0 =1, n =100, o = 0.05;

() u=2,0=1,n=25 a=0.05 (b) n =100
Figur: n =100 vs n =25
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Konfidensintervall

Parametrar: p =2, 0 =1, n =25, a = 0.10;
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Parametrar: p=2,0 =1, n=25 a=0.10; >, I{p € I[j} =83
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Konfidensintervall

Parametrar: 4y =2, 0 =1, n=25, a = 0.10;

(a) p=2,0=1,n=25 a=0.05 (b) a=0.10
Figur: a = 0.10 vs o = 0.05
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Konfidensintervall

Parametrar: p =2, 0 =1, n =25, a = 0.01,;
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Parametrar: p=2,0=1,n=25 a=0.01; Y, I{p € I:} =08
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Konfidensintervall

Parametrar: 4y =2, 0 =1, n=25, a = 0.01;

N 8
8
;
;
. I
: 5
: ]
3 3
, .
‘ :
(a) p=2,0=1,n=25 a=0.05 (b) a=0.01
Figur: a = 0.01 vs a = 0.05
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Konfidensintervall

Intervallen berdknade under antagandet om en kind standardavvikelse.

Intervalllangd:

g
2)\05/2%
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Konfidensintervall

Intervallen berdknade under antagandet om en kind standardavvikelse.
Intervalllangd:

g
2)\05/2%

@ Storre o ger bredare intervall (med en faktor K om & = ko).
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Konfidensintervall

Intervallen berdknade under antagandet om en kind standardavvikelse.

Intervalllangd:

o
2)\04/2%
@ Storre o ger bredare intervall (med en faktor K om & = ko).

@ Storre n ger smalare intervall (med en faktor 1/\/k, om i = kn).
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Konfidensintervall

Intervallen berdknade under antagandet om en kind standardavvikelse.
Intervalllangd:

o
2)\04/2%
@ Storre o ger bredare intervall (med en faktor K om & = ko).

@ Storre n ger smalare intervall (med en faktor 1/\/k, om i = kn).

e Fora <« géiller )\&/2 > /\a/2- T.ex. Ag.g25 = 1.96, Ag.o05 = 2.58.
Minskat (Okat) « ger bredare (smalare) intervall.
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