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Y -test

I de hypotestest som vi hittills har studerat har hypoteserna géllt virdena pa okénda para-
metrar i en kind férdelning, exempelvis N(u, o) eller Bin(n, p). Detta kallas for parametrisk
inferens. Vi ska idag studera nagra hypotestest dér det inte ar ként vilken férdelning som
ett givet stickprov kommer fran. Denna situation kallas icke-parametrisk inferens. Ett
exempel pa nollhypotes och mothypotes kan vara Hy : X € Po(u), for nagot p > 0 och
H, : X &r inte Poissonfordelad. Vi kommer att testa denna typ av hypoteser med sa kallade
x3-test, som alla baseras pa y2-férdelningen.

Det forsta test som vi undersoker ér test av given fordelning. Antag att ett forsok har
r mojliga utfall Ay, ..., A, med sannolikheterna P(A,),...,P(A,). Antag att forsoket upprepas
n ganger och att zy,...,z, dr de absoluta frekvenserna for utfallen Ay, ..., A, (3 ;_, z; = n).
Lat pi, ..., p, vara givna sannolikhter som uppfyller >, p; = 1. Vi vill testa nollhypotesen

Hy :P(A;) = py, for alla j € {1,...,7}.

mot mothypotesen

H, :P(A;) # pj, for minst ett j € {1,...,r}.

Vi testar alltsa om utfallen av forsoket har den férdelning som ges av pq, ..., p,. For att testa
H, bildar vi testvariabeln

Qobs = XT: —($j — npj)2 .

n .
j=1 Pj

Om H, &r sann, sa &r np; det forvintade virdet pa den absoluta frekvensen z;, sa ett lagt
varde pa Qs indikerar en god 6verensstammelse mellan 1, ..., x, och den givna férdelningen
D1, -+, Pr, medan ett hogt varde pa Qqps indikerar att Hy bor forkastas. Det kan bevisas att
om Hy &r sann, sa dr den stickprovsvariabel ), som Q. ar ett utfall av, approximativt
2 (r — 1)-fordelad for stora n. Vi far féljande test som for stora n har felrisk o

Forkasta Hy om Qops > X2(r — 1).

Approximationen som testet baseras pa ér god om np; > 5 for alla j € {1,...,7}.



Exempel. En sexsidig tarning kastas 96 ganger. Utfallet blir 15 ettor, 7 tvdaor, 9 treor, 20
fyror, 26 femmor och 19 sexor. Lat A; beteckna hindelsen att j prickar kommer upp vid ett
kast med tdrningen. Vi wvill prova hypotesen att tarningen dr symmetrisk och nollhypotesen

blir ddrmed
HO . P(AJ> =p; = 1/6, fOT allaj € {1, ...,7”}.

Eftersom np; = 96 - 1/6 = 16 > 5, for alla j, sa dr approzimationen som testet bygger pa
god. Testvariabeln blir
(15—-16)2 (7—16)2 (9—-16)2 (20—16)> (26—16)> (19 — 16)?

obs — Il.,
Qo 6 16 16 7 1 T 1. T 16 6.0

och antalet frihetsgrader ir r — 1 = 5. Eftersom x3,(5) = 11.1, x2,(5) = 15.1 och
X2001(5) = 20.5, sd kan vi forkasta Hy med felriskerna 0.05 och 0.01, men inte med fel-
risken 0.001. Vi kan sdga att tdirningen dr asymmetrisk och att resultatet dr signifikant™.

En liknande metod kan anvéndas for att testa om ett stickprov kommer fran en férdelning
med en okdnd parameter 6 = (04, ..., 0;), exvis Po(u). Testet som vi nu ska beskrivas kallas
for test av fordelning med skattade parametrar. Nollhypotesen blir i denna situation

Hy :P(A;) = p,(0), for alla j € {1,...,7}.

For att testa Hy skattar vi forst 6%, = 6*(z1, ..., x,) fran stickprovet under antagandet att
Hy ar sann. Sedan sétter vi in 07, istéllet for 6 i nollhypotesen och berdknar testvariabeln

Qoo = 3 0= 0"

j=1 np; (Q;bs)

Om H, #r sann, sa dr Qg ett utfall av en approximativt x?(r — s — 1)-fordelad s.v. for stora
n. Vi ser att antalet frihetsgrader minskar med antalet skattade parametrar s. Lis sjélva
exempel 13.18 i boken dér det testas om ett givet data &r Po(u)-fordelat for nagot u > 0.

Niésta typ av test som vi ska undersoka kallas homogenitetstest. Sadana test anvénds
for att undersoka om ett antal forsoksserier kommer fran samma fordelning (d4r homogena).
Antag att vi har s forsoksserier om n; forsok och lat z;; beteckna antalet ganger som utfall
A, uppkommer i forsoksserie 7. Vi vill testa nollhypotesen

Hy :P(A;) = py, for alla j € {1,...,r} och alla forsoksserier.

Datat kan sammanfattas i en kontingenstabell.

Serie \ Utfall | 4, A, A, | Antal forsok
1 11 Ti2 o Tir ni
2 Xo1 X2 Ty N2
S Ts1 Tg2 e Lgp Ns
Antal utfall |z, x29 --- 2z, n




Observera att sannolikheterna p; &r ospecificerade. For att testa nollhypotesen anvander vi
testvariabeln

=1 j=1

Notera att p; dr den bista mojliga skattningen av p; givet att forsoksseriena dr homogena (dvs
om Hy ér sann). Om H, ir sann, s dr Qops ett utfall av en approximativt x2((r —1)(s —1))-
fordelad s.v. for stora n.

Exempel. For att utvdrdera en ny undervisningsmetod delas studenterna pa en kurs upp i
tva grupper. Ena gruppen undervisas med en traditionell undervisningsmetod och den andra
gruppen med en ny undervisningsmetod. Tentamensresultaten for de bada grupperna redovi-
sas i foljande kontingenstabell.

Metod\ Betyg | VG G U | Totalt

Traditionell 22 46 32 100
Ny 32 52 18| 102
Totalt 54 98 50| 202

Vi wvill testa nollhypotesen att undervisningsmetoderna dr likvirdiga och far testvariabeln

(22 — 100 - 54/202)> (46 — 100 - 98/202)> (32 — 100 - 50/202)>

Qobs 100 - 54/202 100 - 98/202 100 - 50/202
(32— 102-54/202)° (52 - 102-98/202)> (18— 102-50/202)° _
102 - 54/202 102 - 98/202 102-50/202 7

Vi forkastar Hy pd 5%-nivan om Qups > X205((3 — 1)(2 — 1)) = x205(2) = 5.99. Enligt
testet kan vi inte forkasta nollhypotesen. Pa 5%-nivan finns dirmed ingen signifikant skillnad
mellan metoderna. Notera att testet dr applicerbart eftersom n;p; > 100 - 50/202 ~ 24.8 > 5
for alla 1, j.

Ett annat typ av x>-test ir oberoendetest, som anvinds fér att understka om tva
egenskaper A och B &r oberoende. Egenskaperna A och B skulle exempelvis kunna vara
harfarg och 6gonfiarg hos ménniskor. Egenskapen A kan indelas i kategorierna Ay, ..., A, och
egenskapen B i kategorierna By, ..., By, sa totalt finns det rs olika kombinationer av utfall
B; N A; med okdnda sannolikheter p;;. Marginalsannolikheterna fér varje utfall A; och B;
ges av

= ZIP’(Bi NA;) = Zpij =p, respektive P(B;) = Zpij = p;..
i=1 i=1 j=1

Vi vill testa nollhypotesen att egenskaperna A och B &r oberoende, dvs att

HO “Pij = ]P)(Bl N A]) = P(BZ)P<AJ> = Pi-Dy, for alla Z,j




Vi utfor n oberoende forsok och later x;; beteckna de absoluta frekvenserna for utfallen
B; N A;. Marginalsannolikheterna p.; och p;. for utfallen A; och B; kan skattas med

1< 1
= — Tii respektive == Tii.
n ; J p b; n ; J

Vi bildar testvariabeln

s r
(i — npiph)?
Qobs Z Y - )
1 =1 npzpj

=

som, om H, dr sann, dr ett utfall av en approximativt x?((r — 1)(s — 1))-fordelad s.v. for
stora n.

Notera att datat i ett oberoendetest kan skrivas i en kontingenstabell pa samma sétt
som vid homogenitetstest. Skillnaden &r att i oberoendetestet, sa &r antalet observationer pa
varje rad slumpméssigt, medan det i ett homogenitetstest ar givet pa forhand. Rdkningarna
ar identiska for de bada testen, men slutsatserna som kan dras fran testen skiljer sig at.



