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TENTAMEN I SF1901 SANNOLIKHETSTEORI OCH STATISTIK,
TISDAGEN DEN 14:E MARS 2017 KL 08.00-13.00.

Ezaminator: Thomas Onskog, 08 — 790 84 55.

Tillatna hjilpmedel: Formel- och tabellsamling i Matematisk statistik, Mathematics Handbook
(Beta), hjélpreda for minirdknare, minirdknare.

Inforda beteckningar skall forklaras och definieras. Resonemang och utrdkningar skall vara sa
utforliga och vél motiverade att de &r latta att folja. Numeriska svar skall anges med minst
tva siffrors noggrannhet. Tentamen bestar av 6 uppgifter. Varje korrekt 16sning ger 10 poédng.
Gréansen for godként dr preliminért 24 podng. Mojlighet att komplettera ges for tentander med,
preliminért, 22-23 podng. Tid och plats for komplettering kommer att anges pa kursens hemsida.
Det ankommer pa dig sjilv att ta reda pa om du har riatt att komplettera.

Poéng fran kontrollskrivning och laborationer under innevarande kursomgang (period 3, VT2017)
far tillgodordknas under forutsdattning att tentanden erhallit minst 20 poéng pa denna tentamen.

Tentamen kommer att vara riattad inom tre arbetsveckor fran skrivningstillfillet och kommer att
finnas tillgéinglig pa studentexpeditionen minst sju veckor efter skrivningstillfillet.

Uppgift 1

Betrakta en bindr repetitionskod: Bitar X, X5, ... sédnds fran en kélla med lika sannolikhet for
1 och 0, och passerar genom en kanal med felsannolikhet p < 1/2 (med sannolikhet p dndras en
L:a till en 0:a och vice versa). For att korrigera for eventuella fel upprepas varje bit X; ett udda
antal N ganger - en 0:a séinds som N 0:or i f6ljd, en 1:a som N 1l:or - och en majoritetsomrostning
bestdmmer hur den mottagna foljden ska tolkas (avkodas): Om N = 3 tolkas den mottagna foljden
001 som 0, 011 som 1 osv. Fel uppstar oberoende av varandra och oberoende av vad som sands
genom kanalen.

a) Berékna sannolikheten att en foljd avkodas fel, det vill sdga en ursprungliga 1:a tolkas som
en 0:a eller omvant, i fallet N = 3. (4 p)

b) Berdkna sannolikheten att det var en 1:a som skickades om du avkodar de tre bitarna som
en l:a. (4 p)

c¢) Finn ett uttryck for sannolikheten att en mottagen f6ljd avkodas till fel bit for ett godtyckligt
udda N > 3. (2 p)

Var god vind!



forts tentamen 1 SF1901 2017-01-09 2

Uppgift 2

En ikosaeders sidor dr numrerade 0,1,2,...,9. Man misstinker att ikosaedern &r skev och vill
dérfor undersoka vad sannolikheten p att fa nio i ett enskilt kast dr. Tag fram ML-skattningen av
sannolikheten p i foljande tva fall:

a) 20 oberoende kast gors, varav en 9:a erhalls i fem kast. (5 p)

b) Oberoende kast gors tills dess att fyra nior erhallits. Dessa intriiffade i kast 3, 9, 15, 18. (5 p)

Uppgift 3
En vag har inte bara méatfel utan utsitts dven for en slumpméssig storning. Métresultatet vid
vagning av ett foremal med vikt p beskrivs av en stokastisk variabel X dér

X = vikt + métfel 4+ storning = p + € + 9,

dér métfelet € ar N(0,0) och stérningen &r N(us,05) och oberoende av e. Vid vigningar i en
ostord miljo beskrivs métresultaten av pu 4 €. For att fa en uppfattning om storningens storlek
gors 5 méatningar pa foéremal med vikter pq, ..., us bade i den stérda miljon och en ostérd miljo:

Stord miljo | 48.47 | 51.39 | 46.87 | 45.52 | 53.87
Ostord miljo | 47.85 | 52.07 | 47.47 | 47.50 | 55.10

Alla métningar kan anses vara utfall av oberoende stokastiska variabler.

a) Bestdm ett 95% konfidensintervall for figessq. (7 p)

b) Testa nollhypotesen Hy : ps = 0 mot den alternativa hypotesen Hj : ps > 0 pa nivan 5%.
Slutsatsen om Hj skall anges och motiveras tydligt. (3p)

Uppgift 4

I en stor studie ville forskare undersoka huruvida klimat kan paverka forekomsten av astma.
Man valde dérfor tva stora stdder, A och B, med olika klimat och i andra avseenden jamforbara
populationer (alder, etniticitet osv.). Totalt undersoktes tvahundratusen ménniskor i stad A och
etthundratusen i stad B. Antalet personer med astma var 13800 i A och 8400 i B; stddernas
befolkningsméngder &r tio miljoner (A) respektive fem miljoner (B).

a) Bestam ett konfidensintervall med approximativ konfidensgrad 99% for skillnaden i férekomst
av astma mellan de bada stdderna. Var noga med att ange och motivera eventuella approx-
imationer. (7 p)

b) Gor en hypotesprovning pa approximativa nivan 1% for att se om klimat har en signifikant in-
verkan pa forekomsten av astma. Var noga med att ange dina hypoteser och slutsatser. (3 p)
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Uppgift 5

I amerikansk fotboll 4r en “fumble” nér en spelare under ett “forsok” tappar bollen; en match
innehaller ca 60, 70 “forsok” per lag per match. Foljande tabell anger antal fumbles i 55 matcher
(antalet angivet per lag).

212231343435
52132524122
10424120220 3
01201223513
23454360312
12212132424
42054365351
31131431512
1 344427 425 3
136 211412320

Tabellen kan sammanfattas med foljande frekvenstabell:

Antal fumbles 0Ol 112131415 1|6]7ellerfler
Antal observationer | 8 | 24 | 27120 | 17|10 | 3 1

Vidare var det observerade genomsnittliga antalet fumbles i en match (per lag) 2.55. For enkelhets
skull kan observationerna betraktas som utfall av oberoende och likafordelade stokastiska variabler.
Vidare kan vi anta att sannolikheten for en fumble i ett “forsok” ar konstant.

a) Ange en lamplig modell, innehallande endast en parameter, for antalet fumbles for ett lag
i en match. Motivera ditt val. Ledning: Asymptotiska resultat for binomialfordelningen kan

vara till nytta. (2 p)

b) Formulera ett statistiskt test pa nivan 5% som testar hur vil den foreslagna modellen passar

observerad data. Var noga med att ange dina hypoteser och slutsatser. (8 p)
Uppgift 6

I en processor for akustiska signaler observerar man en stokastisk variabel Y som ges av absol-
utbeloppet av X € N(0,0), 0 > 0, dvs. Y = |X|. Vi har inte tillgang till direkta observationer
av X. Standardavvikelsen ¢ &r inte kéind och bor skattas pa basis av n oberoende observationer
Ylye ooy Yn av Y.

a) En intuitivt tilltalande skattning av o2 ges av

n
*_1 2
s =—- Yis
n“
=1

dér g, ..., y, ir oberoende observationer av Y. Avgoér om s* ér en vantevirdesriktig skatt-
ning. (4 p)
b) Hirled téthetsfunktionen fy for Y. (6 p)

Lycka till!
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a)

Uppgift 1

Lat s beteckna den symbol som sidndes och § den som erhalls efter avkodning. En foljd
avkodas felaktigt, § # s, om tva eller tre fel intraffar i 6verféringen. Vidare inses enkelt
att antalet fel Y i en overforing, dvs. bland de tre bitar som repeterar den ursprungliga
symbolen, &r Bin(3, p)-fordelat. Darmed ges sannolikheten for ett fel av

P(5 # P(Y =3)

:() "

= 3p? — 2p°.

Svar: Sannolikheten att en foljd avkodas fel &r 3p* — 2p?.

Lat S beteckna héndelsen att en 1:a skickas och M héndelsen att en 1:a mottas (efter
avkodning). Vi soker P(S|M), vilket med hjilp av Bayes sats kan skrivas

P(M|S)P(S5)
P(M)
P(M|S)P(S)
P(M|S)P(S) + P(M|S<)P(S¢)’

P(S|M) =

Vi har antagit att P(S) = 1/2 (sannolikheten att séinda 0:a eller 1:a densamma). Kombinerat
med resultatet i (a) fas

1—3p?+ 2p3
P(MIS)P(S) = L= 2

och

1—3p*+2p  3p? —2p?
P(MIS)P(S) + P(M|S9)P(57) = =L - 4 2

1

Vi konstaterar att den sokta sannolikheten ges av
P(S|M) =1 - 3p* +2p°.

Svar: Sannolikheten ges av 1 — 3p? 4 2p3.
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c) For ett godtyckligt N > 3 ges sannolikheten att avkoda en fold felaktigt med majori-
tetsrostning av sannolikheten for fler &n [N/2] dndrade bitar i Verforingen. Det senare &r
en summa av sannolikheter fran Bin(N, p)-fordelningen: Med s, § och Y som i (a),

P(3#s)=PY =[N/2])+ P(Y = [N/2] +1)+--- + P(Y = N)

= Y PY=k)
k=(N+1)/2
N

- > (P)pa-ar

k=(N+1)/2

Svar: For ett godtyckligt udda N > 3 ges sannolikheten av Zg:(N+1)/2 (]]Z)pk(l —p)Nk,

Uppgift 2

a) Den stokastiska varibeln X som rdknar antalet 9:or i de 20 kasten &r Bin(20, p)-fordelad.
Likelihood-funktionen ges déarfor av

L(p) = (250)195(1 -p)".

Funktionen maximeras av p = 5/20 = 0.25 (generellt: /N ), vilket alltsa &r ML-skattningen
av p.
Svar: ML-skattningen av av p &ar pj,;, = 0.25.

b) Oberoendet ger att sannolikheten att ”fa det som man fatt” som funktion av p, dvs likelihood-
funktionen, blir

L(p) = (1 = p)*p(1 = p)°p(1 — p)°p(1 — p)*p = (1 — p)"*p".

Denna maximeras av p = 4/18 = 0.22, som dérmed dr ML-skattningen av sannolikheten p.
Svar: ML-skattningen av av p &r py,;, = 0.22.

Uppgift 3

a) Méatning 7 i den storda miljon, z;, dr ett utfall av en stokastisk variabel X; € N(u; +
s, /0% + 02). Mitning ¢ i den ostérda miljon, y; dr ett utfall av en stokastisk variabel
Y; € N(p4,0). De parvisa skillnaderna Z; = X; — Y; ér saledes N(us, /202 + o})-fordelade
stokastiska variabler.

Lat & = \/202 + o2. Vi skattar nu ps med Z = —0.7740 och & med s, = 0.9546. Skattningen
z kan ses som ett utfall av en N (us, \%)—fﬁrdelad stokastisk variabel. Ett tvasidigt 95%-igt
konfidensintervall for parameter ps ges darfor av

954
S _ 077404278 x 2280 _ 771110,

V5

Z £ t0.025(4)

B
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b)

eller
Is = (—1.96,0.41).

Vi kan dven vilja att gora ett enkelsidigt intervall; de tva mojliga intervallen ges av

) 0.9546
22 50) = (~0.77740 — 2.13 %
V5 V5

S, 0.9546
—00,Z — too5(4 = (—o00,—0.77740 4+ 2.13 x
(=002 = tosl4) 22) = ( .-

(Z — to.05(4)

,00) = (—1.68, 00),

) = (—00,0.14),

Samtliga intervall &r godtagbara svar.

Vi anvénder oss av konfidensmetoden for att prova hypotesen Hy mot H;. Da 0 ligger i
motsvarande ensidiga konfidensintervall kan vi pa nivan 5% ej forkasta Hy : pus = 0.
Svar: Vi kan ej forkasta Hy pa nivan 5%.

Uppgift 4

For att ta fram ett konfidensintervall anvdnds normalapproximation till binomialférdelningen.
Lat X och Y beteckna de stokastiska variabler som svarar mot antalet tillfragade perso-
ner som har astma. Vi noterar att om p, respektive pg betecknar sannolikheten att en
slumpmaéssigt utvald person i respektive stad har astma sa ggller

X c Bin(nA7pA)7 Y S Bin(nB7pB)7

dir na = 2 x 10° och np = 10° &r antalet tillfragade personer i respektive stad. Note-
ra att vi kan anvinda binomialférdelningen snarare &n en hypergeometrisk fordelning da
befolkningsméngderna dr sa pass stora jamfort med antalet tillfragade i de tva stédderna.

Med hjalp av normalapproximationen vet vi att ett konfidensintervall med approximativ
konfidensgrad 99% for skillnaden py — pg ges av

. . Pl —p? Pyl —p;
m_%ihm¢A W), Pl —ph)

na np

dér p% = 13800/n4 = 0.069 och p};, = 8400/np = 0.084 &r de erhallna punktskattningarna
av pa och pp. Konfidensintervallet ges av I, ,,(—0.018, —0.012).
Svar: Ett konfidensintervall med approximativ konfidensniva ar I,,,_,,(—0.018, —0.012).

Notera att normalapproximationen ar applicerbar da antalet forsck, ny och ng, i de tva
binomialférdelningarna &r tillrékligt stort for att tumregeln np(1—p) > 10 ska vara uppfylld.

Vi vill préva hypotesen att klimatet ej har inverkan pa forekomsten av astma,

Hy: pa—pp=0,
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mot

Hy: ps—pp#0.

Vi anvinder oss av konfidensmetoden for att prova hypotesen Hy mot H;. Da ett konfi-
densintervall med approximativ konfidensgrad 99% for p4 — pp inte innehaller 0 kan vi pa
approximativa nivan 1% forkasta Hy.

Svar: Pa signifikansnivan 1% forkastar vi hypotesen att klimatet ej har inverkan

pa forekomsten av astma.

Uppgift 5

a) En lamplig modell &r att antalet fumbles &r Poisson-fordelat med parameter A > 0. Som
motivering kan vi anvinda antagandet att sannolikheten for en fumble &r konstant i alla
forsok - det leder till att antalet fumbles i en match kan ses som Bin(n,p)-fordelat med n
antalet forsok (60 till 70 st). Da p kan antas litet &r Poisson-approximationen till binomi-
alfordleningen lamplig.
Svar: En lamplig statistisk modell &r att antalet fumbles &r Poisson-férdelat med parameter p > 0.

b) Med X som antalet fumbles i en match énskar vi nu préva hypotesen
Hy : X foljer en Poisson-fordelning,
mot
Hy : X foljer ej en Poisson-fordelning.

Detta gors lampligen med ett y?-test med skattad parameter. Vi har givet att en skattning
av parametern ges av A =255 (genomsnittliga antalet fumbles per match). Med det kan vi
berdkna sannolikheten, p;, av 0,1,... upp till “7 eller fler” fumbles samt motsvarande np;
for n = 110 matcher. Resultatet ses i tabellen nedan.

Antal fumbles 0 1 2 3 4 5 6 7 eller fler
np; 858 12190 | 2792 | 23.74 | 15.13 | 7.72 | 3.28 1.72

Da tumregeln om np; > 5 inte uppfylls slar vi ihop de tva sista kategorierna och far fér “6
eller fler” np7 = 5.00. Motsvarande testvariabel &r

" (x; — np})?
Qb = > P 197,

i=1 P
Detta kan ses som ett utfall fra en s.v. Q som ir approximativt x?(5)-férdelad och testvari-
abeln ska alltsa jimforas med x2 5(5) = 11.07. Eftersom Qs < X3 05(5) kan vi ej forkasta
Hy pa nivan 5%.
Svar: Pa signifikansnivan 5% kan vi ej forkasta att antalet fumbles dr Poisson-fordelat.

Uppgift 6



forts tentamen 1 SF1901 2017-01-09 5

a) Lat Xy, Xy,... vara oberoende N(0,0) och Y; = |X;|, ¢ = 1,2,.... Beteckna med S* den

stickprovsvariabel som svarar mot s*:

*_l -
S_n;yf.

Linjaritet av vinteviarden ger att
* 1 -
E[S] = - Y BIY?)
i=1

Vidare har vi
E[Y?] = E[|Xi|’] = E[X?] = 0%,

Det foljer att

n

1
E[S*] = 5202 =02,
i=1

det vill séiga skattningen ar véantevérdesriktig.
Svar: Skattningen s* &r véintevirdesriktig.

b) Vi inleder med att hérleda fordelningsfunktionen Fy (y) = P(Y < y). Fran definitionen av
Y; star det klart att Fy(y) =0 for y < 0. For y > 0 fas

I det sista steget har vi utnyttjat att X/o € N (0, 1). Symmetri ger sedan ¢ (%y) =1-9 (%)7
vilket insatt ovan ger

Fy(y) = 20 (9) 1

g

Derivering med avseende pa y leder till

Fr) = LR () = 2(0/()],_y x 2 =2

For y > 0 fas alltsa

och fy(y) =0day <0.
\/s2zev?/27 ) ddy >0
Svar: Téthetsfunktionen for Y ges av fy (y) = { 702 © Y=t




