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Felfortplantning

Felfortplantning kallas 'propagation of error’ pa engelska. Felfortplantning
handlar om hur matfel fortplantas till funktioner av matvarden.
Felfortplantningen ar av sarskild betydelse i samband med behandlingen av
toleransfragor for funktioner av matvarden.

Vi kommer att mest diskutera Gauss' approximationsformler for
fortplantning av medelfel.
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Medelfel for en skattning

Vi anvander variansen V/(6*) eller, vilket i princip ar samma sak,
standardavvikelsen D(6*) som precisionsmatt for en skattning 0*. Ju
mindre varians (storre effektivitet), desto beldtnare dr vi med skattningen.
Ibland hamnar man d& i en besvarlig situation: Variansen och
standardavvikelsen ar sjalva okanda, emedan de beror av just den

parameter som man vill skatta (och kanske av ytterligare andra okanda
parametrar).
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Medelfel for en skattning

Om man vill f4 information om D(6*) far man forsoka hitta pa en
skattning dven av denna storhet (parameter). Konsekvensen blir att man
inte far ett exakt precisionsmatt utan bara ett ungefarligt. Vi skulle kunna
beteckna denna numeriska skattning av osakerheten med D(6*)% . men
skriver den i stallet d(6*).

Definition

En skattning av D(6*) kallas medelfelet for 8 och betecknas d(6*). J
Hur medelfelet skall valjas far avgoras fran fall till fall. Man borde tillse att
d(0*) ar en konsistent skattning av D(0*).

Detta kan nog verka forbryllande men man skall halla isar begreppen: 67,
ar en skattning av 6 och d(6*) ar en skattning av D(6%).
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Fortplantning av medelfel

Felfortplantning, eller Gauss-approximation, anvands ibland for att
approximativt berakna medelfel for skattningar. Antag att vi har en
skattning 67, . som vi vet ar approximativt vantevardesriktig samt anser oss
veta medelfelet for. Vi bildar nu en funktion g(67,.) av skattningen. Detta

kan vara aktuellt om vi ar intresserade av att skatta en parameter
Y = g(0), dar en naturlig skattning ar 2, . = g(63,.).
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Felfortplantning

Vi undrar nu hur osdkerheten (medelfelet) i 0-skattningen "fortplantas”
genom funktionen g till en osdkerhet (medelfel) i {-skattningen. Vad vi
gor ar att serieutveckla (linjarisera) funktionen g genom

g(x) = g(a) + (x — a)g’(a) + restterm

dar vi anser oss kunna forsumma resttermen. Vad detta innebar ar att vi
ersatter funktionen g(x) med tangenten i punkten a som (ibland) ar en
hyfsad approximation dtminstone i narheten av punkten a. Om vi valjer
a = 0 erhéller vi
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Gauss-approximation

Om nu E(0*) = 0, d.v.s. att 87, ar (atminstone approximativt)
vantevardesriktig, och dessutom huvuddelen av sannolikhetsmassan i
fordelningen for 6* finns i det omrdde dar den linjara approximationen ar

god erhaller man

och
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Om 67, ar approximativt vantevardesriktig med medelfelet d(0*) sa galler
att i, = g(0%,,) ar approximativt vantevardesriktig som skattning av

¢ = g(0) samt har approximativt medelfel d(ip*) ~ |g'(05,,)d(6%).




Exempel: Felfortplantning

Lat x1,...,x, vara utfall av oberoende stokastiska variabler Xi,..., X,,
respektive, som ar ffg-fordelade dvs.

px(x)=p-1—p)*Yforx=1,2,...

(a) Bestam minsta-kvadrat-skattningen p?,. av parametern p, dar
O<p<l.

(b) Bestam approximativt vantevarde E(p*) och varians V/(p*) for
minsta-kvadrat-skattningen p?, .
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Exempel: Felfortplantning Minsta kvadrat

a) Enligt formelsamlingen ar E(X;) = % = u(p) och darmed bildar vi

minsta-kvadrat-skattningen genom att minimera funktionen

och enligt tidigare fas
. 1 [1& 1 1
pobszl’ll(_ Xi>:.ul(x):§’
1

dirx =1y, x. SVAR: p;,, = 1.
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Felfortplantning

(b) Infor g(x) =1, fér x > 0. Satt 6 = % och 0* =X =1%7 )X Vihar

- (1 ix,) ~ 1y e
niz niz

Men och enligt formelsamlingen ar E(X;) = % och s3ledes E (X) = % =0
dvs.

E(67) = 6.

D& ger Gauss approximation

SVAR: E (p*) = p.
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Felfortplantning

Med stod av Gauss' approximationsformler fas nu att

Men eftersom vi har oberoende stokastiska variabler, sa blir

V(") =V (X) = n—12 <Y1 V(Xi). Enligt formelsamlingen ar

V(X)) = 1;—2”. Detta ger V (6*) = %%(: 19(6 —1)). Eftersom
’ . ’ % 2

g (x) = ~1/x2 biir (8 (E(67)) = tzibys = = P

SVAR: V (p) ~ (1= p") - (p*)*/n.
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Konfidensintervall for g(6) med approximativ konfidensgrad 1 — a (Gauss
approximation anvands for medelfel)

lg(o) = (8(Ogps) — Aays2l8" (05ps)d(07), &(05ps) + Aas2lg’ (05 )| d(67)).




Allmanna formeln for fortplantning av varians

X1,X5...,X, ar oberoende stokastiska variabler. Vi har en funktion
U=g (X1, Xo...,X,) som ar sd snall att

Ixp,

V(U) = (%g1>2 V(X)) +...+ (ig,,>2 V(Xn)

dar
d d
a_x,-gi = a_x,-g (X1, -+, Xn) |X1:E[X1],m,xn:E[Xn]

Det ar ingen svar sak att konstruera ett matematiskt exempel dar formeln
ger en ratt sa dalig approximation. Men manga praktiker anser att formeln
fungerar fungerar oftast hyfsat val i ingenjorstillampningar.
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