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Idén med konfidensintervall

Det foreligger som vanligt ett slumpmassigt stickprov xi, ..., x, fran en
fordelning som beror av den okidnda parametern 6 (eventuellt flera
stickprov fran fordelningar som beror av 6).

En vag definition som strax skall preciseras: Ett intervall [y som med
sannolikheten 1 — « tacker over 0 kallas ett konfidensintervall for 8 med

konfidensgraden 1 — .
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KONFIDENSINTERVALL

Definition

L3t x1,x, ..., X, vara utfall av X1, Xz, ..., X, vars fordelning beror av en

okand parameter 0. Intervallet

kallas ett konfidensintervall for 6 med konfidensgrad 1 — o om

P(al(Xl,...,X,,) <0< 32(X1,...
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Innehall

@ Konfidensintervall, definition, konfidensgrad

o konfidensintervall for 6 i N(6, ) med kant o.
o konfidensintervall for 6 i N(6, 0) med okant ¢.
o konfidensintervall for o i N(8, )

@ Nya sannolikhetsfordelningar dyker upp vid konfidensintervall
o t-fordelning
o x2(n)-fordelning

o Konfidensintervall med approximativ konfidensgrad

@ konfidensintervall fér p i Bin(p)
o konfidensintervall for 6 i Po(0)
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Exempel: Matningar med fel

matvarde = 64 slumpmassigt normalfordelat matfel
Xi=0+0Z, Z €N(01), i=12...,n

@ Xx1,..., xn, observerade utfall av X; € N(6,0), ... X, € N(6,0),
respektive.

@ Vi vill ha en uppfattning om precisionen i skattningen. Visserligen vet
vi att o
E(X)=60 och D(X)=—,
X * =
men vi vill ha en mera informativ och lattbegriplig beskrivning —
konfidensintervall.
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a-kvantilen for Z € N(0,1) A, definieras av
P(Z > Ay) = w eller

Symmetri ger

vilket ger

(Slut pa repetition.)




N(0,0), konfidensintervall for 6 fall a) o kant

Vi antar att Xi, Xo, ..., X, ar oberoende och N(6, o)-fordelade.
Detta innebar att

X;G_ ar N(0, 1)-fordelad.
a/+/n
Saledes galler att
P<—A“/2< /\/_</\a/2> =1—-ua.
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Kursens formelsamling: kvantiler

Tabell 2 i kursens formelsamling ger Ag s = 1.6449.
Normalfordelningens kvantiler

P(X > Ay) =a dar X € N(0,1)

o Ay o Ay
0.10 1.2816 0.001 3.0902
0.05 1.6449 0.0005  3.2905
0.025 1.9600 0.0001  3.7190
0.010 2.3263 0.00005 3.8906
0.005 2.5758 0.00001 4.2649
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Detta ger

P( )Hx/2< /\/_</\a/2):1_a
P(_A

0

0

w20/ < X—=0 < Ayppo/+/n) =1—u




N(0,0), konfidensintervall for 6 fall a) o kant

P(=Aus20/3/n <0 —X< Agjao/v/n) =1—u

T
P(X-/\a/z(T/\/E<9<)_<+/\a/2(7/\/ﬁ) =1—u.

Jmf. vi definitionen av konfidensintervall sa inser vi att

Iy ZYZE)\“/QO'/\/H

har konfidensgrad 1 — a. En vanlig konfidensgrad ar 95%. D& ar
)\0_025 = 1.96.
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N(0, ), konfidensintervall for 6. Fall a) o kant

Iy :7:&)\“/20'/\/5

Intervallangden beror som synes av ¢. Ju storre precision matningen har,
desto mindre ar o och desto kortare blir intervallet. Langden ar ocksa
beroende av den dnskade konfidensgraden. Med 95 % konfidensgrad blir
konstanten A/, = 1.96, 99 % konfidensgrad ger A, /> = 2.58, och
intervallet ar ca 30 % langre.
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N(0,0), konfidensintervall for 6 a) o kant

L3t oss gdng pd gang upprepa insamlingen av data och varje gang
bestimma ett tvasidigt 95 % intervall. | det ldnga loppet skulle 95% av
dem tacka over det okanda vardet 8, medan aterstoden skulle " missa” det.
Matning nr 6

1 }

2 f
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N(6,0), konfidensintervall for 6. Fall b) o okant

Vi utgar nu fran

>< |

dar

Man kan bestamma fordelningen for \/9—.
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N(0, ), konfidensintervall for 6. Fall b) o okant

Det galler att B

X—0

S/\/n
ar t-fordelad med n — 1 frihetsgrader, eller att den &r t(n — 1)-fordelad.
Vi aterkommer till t-fordelningens matematik senare i denna forelasning.
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Tatheten for t(n)

t(n)-fordelningen kallas aven Students t-fordelning. n=1,2,3,...

fx(X):— 1+ —

Vtnl'(n/2) n
Vi kommer att anvanda t-fordelningens kvantiler men inte alls med denna
formel. T'(x) finns definierad pa sid. 64 av G. Blom m.fl..

[((n+1)/2) < X2><n+1>/2
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Kursens formelsamling: kvantiler for t(n)

Fordelning ar symmetrisk, och for stora varden pa n, lik
N(0, 1)-fordelningen. | bilden ser vi t(4) (funktionsgraf i blatt) och
N(0,1) (funktionsgraf i gront).

0.4
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area—x




Kursens formelsamling: kvantiler for t(n)

t-fordelningen
P(X > t,(f)) = a, dar X € t(f).

f|la 010 0.05 0.025 0.01 0.005 0.001 0.0005
1 3.08 631 1271 3182 63.66 31831 636.62
2 1.89 292 430 696 992 2233 31.60
3 164 235 318 454 584 1021 1292
4 153 213 278 375 4.60 7.17 8.61

5 148 202 257 336 4.03 5.89 6.87

6 1.44 194 245 314 371 5.21 5.96

7 141 189 236 3.00 350 4.79 541

8 140 18 231 290 3.36 4.50 5.04

9 138 183 226 282 325 4.30 4.78
00 128 164 196 233 258 3.09 3.29
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N(0, ), konfidensintervall for 6 b) ¢ oként

Pa samma sitt som i a) fas nu att

lh =x= t“/2(n_ 1)5/\/E

ar ett konfidensintervall for 6 med konfidensgrad 1 — a.
| fallet med n = 10 galler tpg25(9) = 2.26, vilket kan jamféras med
Ao.025 = 1.96.
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Sammanfattning

Sats

L3t x1, ..., x, vara ett slumpmdssigt stickprov frin N(60, ) dar 6 ar okant.
D3 ar

Iy = ()_<— )\a/2Dv)_<+)\1x/2D)
om o ar kint (D = o/+/n)

samt

lp = (X — tyyo(F)d, X + ty/2(F)d)
om o ar okant (d =s/+/n, f =n—1)

ett tvasidigt konfidensintervall for 6 med konfidensgraden 1 — w.
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Pausbild

A/
GUN\IESS l

——=DRAUGHT ——

—

N = _The derivation of the t-distribution was first
published in 1908 by William Sealy Gosset, while he worked at a Guinness
Brewery in Dublin. He was prohibited from publishing under his own
name, so the paper was written under the pseudonym Student.
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Vi ska borja med ett par sannolikhetsteoretiska resultat.

Om Zi, ..., Z, ar oberoende och N(0,1)-fordelade, s§ ar

n
).z
i=1

x2(n)-fordelad (uttal: tji-tva eller ki-tvi) med n frihetsgrader.




x%(n)-fordelning: tathet

Definition
Om den s.v. X har tathetsfunktionen
xE—1g—x/2 .
f(x) = A T(F/22f2 O X7
0 om x < 0,

sages X vara x>-fordelad med f frihetsgrader.

Vi anvinder kvantilerna for x2(n)-fordelning men inte alls formeln for
tatheten. T'(f/2) finns definierad p3 sid. 64 av G. Blom .fl..
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x%(n)-fordelning

X € x%(n). .
(X 2 ) = &

PX 21 ualm) =1- 5

Vi ar nu i en lite besvarligare situation in for u, eftersom x2-fordelningen
inte ar symmetrisk. | normal- respektive t-fallet utnyttjade vi att
symmetrin medforde att Ay, = —A, resp. t1_,(n—1) = —t,(n—1).

©
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Kursens formelsamling: kvantiler for x?(n)-fordelning

x>-fordelningen

P(X > x2(f)) = &, dir X € x3(f).

« 0.9995 0999 0.995 099 0975 0.95 0.05 0.025 0.01
0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 3.84 5.02 6.63
0.00 0.00 0.01 002 005 010 599 738 921
0.02 0.02 0.07 011 022 035 781 935 113
0.06 009 021 030 048 071 949 111 133
0.16 021 041 055 083 115 111 128 151
0.30 038 068 087 124 164 126 144 1638
0.48 060 099 124 169 217 141 16.0
0.71 086 134 165 218 273 155 175
0.97 115 173 209 270 333 169 19.0
1.26 148 216 256 325 394 183 205

O W OO NO 1P WN

[y
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Om X1, Xz, ..., X, dr oberoende och N(0, 0 )-fordelade s§ dr
(n—1)S2

1 n
a_; T2

x2(n — 1)-fordelad.

Detta ar den "riktiga” motiveringen till att man i s? dividerar med n— 1.




Vi kommer att anvanda

(

— 2 . . . . ° .
n 12)5 for konfidensintervall lite pa samma satt
som vi anvande oss av X for konfidensintervall for 6.
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a
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Lat nu x2(n — 1) vara a-kvantilen i x?(n — 1)-fordelningen. D3 giller

n—1)s2
P(xf-a/z("— 1) < % < Xayo(n— 1)) =1-a

)
p<w<52<w>:1_“

n—1 o n—1




P( n—1

o2

< =<
Xﬁ/z(" —-1) s2 X%_a/z(" —-1)

L) —1—u
T

(n—1)S2 5
P(Xi/z(n_l) 7

(n—1)52

=1—-u
X%—p‘/Z(n_l)>

R - IR -
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)
([

<
Xi/z(n _ 1)

(%

(n—1)52

oonst ), .
X%_lx/z(n _ 1))




Ett stickprov, konfidensintervall for o2

Detta ger att

I2:< (n—1)s? (n—1)s? )
7 Xi/z(n_l),)ﬁ_,x/z(n_l)

| (n—1)s2 (n—1)s2 >
’ Xasa(n=1)"\ xi_s/2(n=1)

ir konfidensintervall for o2 resp. o med konfidensgrad 1 — .

resp.
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Vi atergdr nu lite till t-fordelningen.

Om X ar N(0, 1)-fordelad, Y ar x?(f)-férdelad, och X och Y ar

oberoende, s ar
X

VY/f

t(f)-fordelad.




Om X1,X2,.

.., X, ar oberoende och N(0,0)-fordelade s ar X och S?
oberoende.

Denna sats karakteriserar normalfordelningen! Med detta avses att satsen
inte dr sann fér ndgon annan fordelning.
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Av detta foljer nu att

ar t(n — 1)-fordelad

5/\/_ a/f/\/7
0’/\/_/\/§ a/f

_1)52
02
(n— 1)5
€ N(0,1), ™32 € x2(n— 1) och oberoende

X6
a//n

n—1




@ Fordelningen beror av en okand parameter 6.
@ en punktskattning 6" som ar ungefar normalfordelad med vantevardet

6 och standardavvikelsen D = D(6*).
@ D3 galler approximativt

0" —0

5 € N(0,1).
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Medelfel for en skattning

Vi anvander variansen V/(6*) eller, vilket i princip dr samma sak,
standardavvikelsen D(6*) som precisionsmatt for en skattning 6*. Ju
mindre varians (storre effektivitet), desto belatnare ar vi med skattningen.
Ibland hamnar man d& i en besvarlig situation: Variansen och
standardavvikelsen ar sjalva okanda, emedan de beror av just den

parameter som man vill skatta (och kanske av ytterligare andra okinda
parametrar).
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Medelfel for en skattning

Om man vill fa information om D(6*) far man forsdka hitta pa en
skattning dven av denna storhet (parameter). Konsekvensen blir att man
inte far ett exakt precisionsmatt utan bara ett ungefarligt. Vi skulle kunna

beteckna denna numeriska skattning av osdkerheten med D(6*)7, . men
skriver den i stillet d(0*).

Definition

En skattning av D(6*) kallas medelfelet fér 6* och betecknas d(6*). J

Hur medelfelet skall valjas far avgoras fran fall till fall. Man borde tillse att
d(6*) ar en konsistent skattning av D(6*).

Detta kan nog verka forbryllande men man skall halla isar begreppen: 67,
ar en skattning av 6 och d(6*) ar en skattning av D(6*). Det var detta vi
gjorde i det inledande exemplet i i samband med analys av en
opinionsundersokning.
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Konfidensintervall med en approximativ konfidensgrad

En punktskattning 6* av en okdnd parameter 6 ar ungefar normalfordelad
med vantevardet 0 och standardavvikelsen D. Da ar

lg = (0" —Ayy2D, 0" + Ay /nD) om D ej beror av 6
lg = (6% — Ayyad, 0" + Ay ad) om D beror av 6

(och d valjs lampligt) ett konfidensintervall for 6 med den approximativa
konfidensgraden 1 — «.
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Konfidensintervall med en approximativ konfidensgrad

L3t xq, ..., x, vara ett stort slumpmassigt stickprov fran en fordelning, dar
vantevardet ar 6 och standardavvikelsen 0. D3 ar

ly = (X = Ag2D, X + Ay 2D) om ¢ kint (D = o /+/n)
L = (X — Ayjod, X+ Ay od) om o okint (d = s/+/n)

konfidensintervall for & med den approximativa konfidensgraden 1 — «.

)
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Lat x vara en observation av X, dar X € Bin(n, p) och p dr okant.
Maximum-likelihood skattningen ar

p:bs =x/n.

Man kan inte enkelt konstruera ett intervall /, som exakt har given
konfidensgrad.
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For stora n géller approximativt att X/n € N(p, D) dar

D = /p(1—p)/n. Som medelfel tar vi d = /pZ, (1 — pZ,.)/n. och far

intervallet

IP = (p;bs - Alx/2d' p:bs + /\a/2d) (d = \/p;bs(l - p:bs)/n)' (]‘)




Konfidensintervall for p i Bin(n, p) med en approximativ
konfidensgrad

Vid intervjuer med n = 250 personer, uttagna slumpmassigt ur en mycket
stor population, visade sig 42 ha en viss asikt H. Som punktskattning av
relativa antalet p i hela populationen med asikten H tar vi

Pipe = 42/250 = 0.168. Alltsd blir

d = 1/0.168 - 0.832/250 = 0.023.

Ett approximativt 95 % konfidensintervall for p blir

I, = (0.168 4+ 1.96 - 0.023) = (0.168 + 0.046) = (0.12,0.21).
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Man onskar planera undersokningen sa, att man efterat far ett ungefar
95 % konfidensintervall for p med hogst langden 2 - 0.05. Hur ménga skall
tillfragas ?
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Man far
* (1 _ p*
2.1.96 Lﬂ”f’bs) <2.0.05
varav, eftersom alltid p(1 — p) < 1/4,
1,1.96\2
> = (222) = 3842,
"% (0.05) 38

385 personer bor alltsd tillfragas.




ML-skattningen av p blir, som vi redan vet p . = x/n. Den

approximativa formeln for konfidensintervallet blir

IP = (p:bs - Aﬂ/zd' p:bs + Att/Zd) (d = dn\/p:bs(l - p:bs)/n)' (2)

dar d, = /(N —n)/(N —1) ar en s.k. korrektionsfaktor for andlig
population.




Approximativa konfidensintervall: poissonfordelning

Vi har ett slumpmassigt stickprov x av X € Po(6) och punktskattar p.
Under antagande att det ar kant att 6 > ca 15 kan
normalapproximationen anvandas

Som skattning av 6 tar vi 63, = x. Tillhorande standardavvikelse ar
D(X) = v/8 och vi tar darfor som medelfel d = {/x.
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Approximativa konfidensintervall: poissonfordelning

Konfidensintervallet for 8 blir enligt den approximativa metoden

lg = (X_Aa/2\/;vX+Aa/2\/;)- (3)

Dess konfidensgrad ar ungefar 1 — &, och approximationen ar battre ju
storre 0 ar.

=)
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