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HYPOTESPROVNING: FRAN PASTAENDE TILL

PROCEDUR

@ Vi har ett pastdende om t.ex. ett populationsmedelvarde.
EXEMPEL

Vid rokning omvandlas nikotin till cotinin, en metabolite av nikotin, som

kan matas. Det pastas att den genomsnittliga nivan av cotinin hos alla
rokare ar 200.0 ng/mL.

@ Vi kollar nivan av cotinin hos n rokare, och far cotininvardena
X1y++.,Xn-

@ Vi anvander en statistisk procedur for att checka om pastdendet om
medelnivan 200.0 kan anses vara forenlig med dessa matdata.

@ Procedur: infor en statistisk modell, teststorhet, kritiskt omrade,
beslutsregel, signifikansnivad och anvand 'rare event principle’
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STATISTISK HYPOTESPROVNING: RARE EVENT RULE

If, under a given assumption, the probability of an observed event is very
small, we conclude that the assumption is likely not correct.
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STATISTISK HYPOTESPROVNING

X1, Xo, ..., X, ar oberoende och N(u,o)-fordelade, dar p och o ar
okanda.
Ho: pu = o

mot

Hi: p # po
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TVASIDIGA TEST

X1, Xo, ..., X, ar oberoende och N(u,o)-fordelade, dar p och o ar
okanda.
Ho: pu = o

mot

Hi: p # po
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HYPOTESPROVNING

Har verkar det rimligt att utgd fran

X—p
t( X1, ..., = ,
a ) S/\/n
som under Ho ar t(n — 1)-fordelad, och att forkasta Hyp om |t(x1, ..., Xn)|
ar for stor.
Vi far da

o= P(]t(Xq,..., Xn)| > ¢ om Hy sann),

vilket ger ¢ = t,o(n—1).
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HYPOTESPROVNING: LITE ALGEBRA

Kritiska omradet ar alltsd |t(x1,...,xn)| > ty/2(n—1)

)_<_
(X0, .o Xn) > taya(n—1) & T\}%" > ty/o(n—1)

S x— o > typ(n—1)s/v/ns o < X —typ(n—1)s/+/n
P.s.s. fas i fallet (B) att

fo > X+ tya(n—1)s//n
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HYPOTESPROVNING & KONFIDENSINTERVALL

Testet kan alltsd utforas sd att man bestammer ett konfidensintervall och
ser efter om det hypotetiska vardet pg ligger utanfor eller innanfor detta; i
det forra fallet forkastas Hp, inte i det senare.

@ Bilda ett konfidensintervall
= (X — tysa(f)s/\/n,x + ty/2(f)s/y/n), f = n—1 och forkasta
Hy om

IP‘ % Ho-
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HYPOTESPROVNING: SAMMANFATTNING AV

EXEMPLET

X1, Xo, ..., X, ar oberoende och N(u,o)-fordelade, u och o okinda.
Ho: = o

mot

H12 }475}40

@ Bilda ett konfidensintervall l,= (X — t/»(f)d, X + ty/2(f)d) och
forkasta Hy om
Iy % Ho-
@ Detta verkar rimligt. /, ger ju de "troliga” vardena pa p, och om po
inte hor dit, sd bor ju Hy forkastas.
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EX. STICKPROV I PAR

HoZ A=0

mot
H1 A 7&0

In=Z%Ay00//n

om o kand och
In=Z%tyo(n—1)s/+/n

om o okand. Forkasta Hyp om

In % 0.

Jan Grandell & Timo Koski Matematisk statistik 25.02.2016 11 / 46



HYPOTESPROVNING: EXEMPEL

@ En forskare miter en storhet 6 som pa grund av ett matfel 4r N(0, o),
och far vardet x, dvs. x ar saledes en observation fran N(G, 0’).

@ Forskaren vill prova en viss hypotes
Ho 10 =2.0.

Signifikansnivan skall vara 0.05.
@ Som testvariabel valjs det erhdllna matvardet x (= t(x)).
@ Kiritiska omradet blir (se foreldsning 10)

Om |x—20]>196-0 forkasta Hy
Om |x—20|<1.96-0 forkasta ej Hp.
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HYPOTESPROVNING OCH KONFIDENSINTERVALL

Men (x — 1.960, x 4+ 1.960) ar ett tvasidigt 95 % konfidensintervall for 6.
Testet kan alltsa utforas sa att man bestammer konfidensintervallet och
ser efter om det hypotetiska vardet 0y ligger utanfor eller innanfor detta; i
det forra fallet forkastas Hp, inte i det senare.
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HYPOTESPROVNING

L3t oss betrakta den allmanna situationen, dvs.:
Vi har en uppsattning data xg, x2, ..., x, som ses som utfall av s.v.

X1, Xa, ..., X

Dessa variabler antages vara oberoende och likafordelade och deras
gemensamma fordelning beror av en okand parameter 6.
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HYPOTESPROVNING: NOLLHYPOTES, MOTHYPOTES

En hypotes ar en mangd av 6-varden. Formaliserat betyder detta att vi vill

testa en nollhypotes
Hy: 8 €Hy

mot ett alternativ (eller en mothypotes)

Hy: 0 € Hy.
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HYPOTESPROVNING: TESTSTORHET

Att testa Hp ar detsamma som att avgora om vara data ar "forenliga”
med Hp.

@ Om Hy ej ar sann vill vi forkasta Hy till forman for H;.
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HYPOTESPROVNING: SIGNIFIKANSNIVA

@ Test: Forkasta Hy om t € C.
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HYPOTESPROVNING: SIGNIFIKANSNIVA

@ Test: Forkasta Hy om t € C.

@ t bestims av situationen och C av signifikansnivin (eller felrisken) a:
signifikansnivdn = a > P(Hy forkastas om Hy sann)

= P(T(Xy,...,X,) € C om Hp sann).
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HYPOTESPROVNING: SIGNIFIKANSNIVA

Man arbetar med flera signifikansniva er samtidigt, t.ex. med nivaerna
0.05, 0.01 och 0.001. Kodbeteckningarna signifikant*, signifikant**
respektive signifikant*** ar for att markera att ett resultat ar signifikant
pa en nivd (men inte for ett lagre a-varde bland dessa tre). Med denna
symbolik betyder alltsa signifikant* att « = 0.05 ger signifikans men inte
a = 0.01, alltsd inte heller « = 0.001.

Jan Grandell & Timo Koski Matematisk statistik 25.02.2016 18 / 46



HYPOTESPROVNING: p-VARDET

L3 t oss betrakta ett test sddant att hypotesen Hy forkastas om
testvariabeln t = to,s = t(x) ar "stor”.

Vi forutsatter ocksa att stickprovsvariabeln t(X) har en given kand
sannolikhetsfordelning under Hy. p-vardet eller observerade
signifikansnivan ar sannolikheten

p = P(t(X) > t(x)),

beraknad under forutsattningen att Hp ar sann. Om p-vardet ar
"tillrackligt litet” forkastas Hp; vi tror alltsd inte pd Hy om testresultatet
ar "osannolikt” da Hy ar sann.
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HYPOTESPROVNING: STYRKEFUNKTION

@ Med risknivan garderar vi oss sdledes mot felet att forkasta Hy da Hp
ar sann.
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HYPOTESPROVNING: STYRKEFUNKTION

@ Med risknivan garderar vi oss sdledes mot felet att forkasta Hy da Hp
ar sann.

@ Vi bor valja Hp s att detta ar det allvarligaste felet.

@ Det andra mojliga felet ar att ej forkasta Hp d3 Hp ar falsk. Vi bildar
styrkefunktionen

h(6) = P(Hp forkastas) om 6 ar det sanna vardet.
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HYPOTESPROVNING

h(0) = P(Ho forkastas) om 6 ar det sanna vardet.

@ For 6 € Hy giller siledes att h(0) < a.
@ Ett test ar "bra” om h(6) ar stor da 6 € H;.
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HYPOTESPROVNING OCH STYRKEFUNKTION

For att fa ndgot bestamt ta ¢ = 0.04 Antag forskaren vill prova hypotesen
Hp : 6 = 2.0. L3t den alternativa hypotesen vara

Hi:0<19eller 8 > 2.1.

Forskaren ar angelagen om att verkligen forkasta Hy om 6 skulle avvika s
mycket frdn 2.0 som Hj anger. Vi undersoker hur stor sannolikheten ar att
forskaren gor detta.
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HYPOTESPROVNING OCH STYRKEFUNKTION

Vi tergdr til exemplet ovan: Testet lyder ju nu: Forkasta Hy om
|x —2.0] > 1.96 - 0.04.
Alltsa blir

h(6) = P(]X —2.0] > 1.96-0.04) om X € N(6,0.04).
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HYPOTESPROVNING OCH STYRKEFUNKTION

Den komplementara sannolikheten att X ligger mellan granserna
2.0+£1.96-0.04:

0.04 0.04

1— h(6) :®<2.0+1.96-0.04—9> _q><2.0—1.96-0.04—9>
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HYPOTESPROVNING OCH STYRKEFUNKTION

varav

2.0—6 2.0 0
h(9)—1—<I><1.96+ i >+q><—1.96+ i )
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STYRKEFUNKTION (TVASIDIGT TEST).

Denna styrkefunktion har har minimum (= 0.05, vilket ar den faststallda
signifikansnivan) for @ = 2.0 och att den ar ungefar 0.70 eller darover for
f-varden inom H;. Styrkan ar inte sarskilt stor, det finns tva utvagar att
forbattra den: att oka matprecisionen dvs. minska o eller utfora
experiment med flera observationer.

11
0.8¢ h(
0.6
0.4
0.2}
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PROVNING AV SAMMANSATTA HYPOTESER

Om Hp omfattar flera 6-virden kommer sannolikheten P(Hy forkastas),
om Hy ar sann, att bli beroende av vilket 0-varde inom Hgy som ar det
ratta, d.v.s. var gamla beskrivning av « fungerar inte langre. Darfor satter
vi i stallet

a = max h(0).

6 Ho

Vi later denna hogsta felrisk vara den pa forhand bestamda
signifikansnivan. Om vi tar t.ex. « = 0.01, ar risken att vi forkastar Hp, om
Hp ar sann, hogst lika med 0.01. Problemet ar alltsd att komma underfund
med for vilket 86 € Hy som felrisken ar storst, och det brukar vara latt.
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ETT TEST TILL

Ett mynt ger krona med den okanda sannolikheten p. Man vill prova
Ho:p=1/2 mot Hy : p # 1/2. Myntet kastas n = 30 ganger, varvid
krona kommer upp x = 5 ganger.

Fixera signifikansnivan till 0.01. Vi skall forkasta Hyp om x < a eller x > b.
a och b valjs sa att, om Hp sann, P(X < a) < 0.005, P(X > b) < 0.005.
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ETT TEST TILL

En tabell Gver binomialférdelningen ger a =7, b =30 —7 = 23. (
P(X < a) = P(X > b) = 0.0026 signifikansnivan ar 0.0052) | det
angivna fallet foreligger alltsa signifikans pa den valda nivan, ty x < 7.
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ETT TEST TILL

L3t oss som Gvning alternativt anvanda P-vardet (jamfor ovan).
5 . .
300\ /1N /1y30—
=5 () G
/ i;() < i > 2/ \2

varav P = 0.00032. Resultatet ar sa ledes signifikant***, och vi forkastar
alltsd hypotesen att myntet ar valgjort.
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ENSIDIGA TEST

X1, Xo, ..., X, ar oberoende och N(u,o)-fordelade, dar p och o ar
okanda.
Ho: pu = o

mot
Hy: p>po eller u < pp.
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ENSIDIGA TEST

Lat oss anta att stort varde pa p ar en onskad egenskap. Det kan vara
naturligt att vi gor en atgard, t.ex. koper ndgon ny utrustning, som bor
oka vardet pa p.

Det ar naturligt att vi endast vill kopa denna nya utrustning om vi ar
nagolunda sakra pa att den verkligen ger ett hogre varde pd y an yo
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ENSIDIGA TEST

Det ar da naturligt att testa
Ho: p=po

mot
Hy : U > Ho.
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ENSIDIGA TEST

Testet blir da att vi forkastar Hy om t(xl, . ,xn) ar for stor, eller mera
precist om

t>ty(n—1) ellerom x> pg+ ty(n—1)s/+/n.

Tolkningen ar att vi kraver, for att forkasta Hp, att X ar tillrackligt mycket
storre an pig for att det inte ska vara troligt att skillnaden ar slumpmassig.
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ENSIDIGA TEST

Givetvis skulle vi mycket val kunna vilja pastd att y = pg, och da skulle vi
ju vilja testa Hp : p # po mot Hi : u = po.

Detta gar inte, eftersom inga observationer i varlden skulle kunna fa oss
att forkasta detta Hp.

Den som gor ett test, "vill" darfor ofta att Hy ska forkastas. Det ar nog
detta som gor att begreppet signifikant misstolkas.
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X>-TEST

X°-testet ar ett s3 kallat ”goodness of fit” I-test
Den enklaste situationen:

Ett forsok kan utfalla pd r olika satt: Aj, Ay,

LA LAt X, X0, X,
vara antalet gdnger som alternativen A, Ay,

.., A, forekommer i n forsok.

LEn killa dversitter detta som " anpassningsgrad”.
Jan Grandell & Timo Koski

Matematisk statistik
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X>-TEST

Lat p1, p2, ..., pr vara givna sannolikheter, dvs }/_; pj = 1. Vi vill testa
Ho: P(A;))=pifori=1,...,r

mot
Hy : ejalla P(A;) = p;.
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X>-TEST

For att gora detta bildar vi
,

L 2
Quos = 3y =P

i=1 np;

Man kan visa att Q ar approximativt x?(r — 1)-fordelad under Ho.
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X>-TEST

For att gora resultatet troligt, betraktar vi r = 2. D3 galler, med X = X3
och p = p; att

(X1 — np1)? 4 X np2)® _ (X —np)? 4 (n=X—n(1- p))’

Q= —
np1 np2 np n(1—p)
_ X=np)? (X =np)? (X —np)?
np n(l—p)  np(l—p)
Eftersom X ar BZin(n, p) sé galler att \/% ar appr. N(0,1). Siledes
foljer att (np(lfp;Z) ar appr. x2(1).
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X>-TEST

Vi gor nu foljande test:
Forkasta Hy om
Qobs > Xﬁ(r - 1)'

Om n ar stort, har detta test approximativt signifikansnivan «.
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X>-TEST

Det gar inte att generellt ange hur stort n skall vara for att
approximationen skall vara tillfredsstallande. Som tumregel brukar man
anvanda: Tillse att insatta varden pa np; ar minst lika med 5.
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X2-TEST: KAST MED EN TARNING

Vid 96 kast med en tarning erholls foljande antal ettor, tvaor, etc: 15, 7,
9, 20, 26, 19. Man onskar prova om tarningen kan antas vara symmetrisk.
Hypotesen Hy blir alltsa

HoZP(Al):1/6 ..... P(A6)21/6.

X2—metoden kan anvandas, ty alla np; = 96 - 1/6 = 16 och ar alltsd
tillrackligt stora.
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X2-TEST: KAST MED EN TARNING

Man far
_ (15-16)2  (7-16)>  (9—16)°
Qobs =76 T 15 T 15
(20—-16)? = (26 —16)> (19—16)>
- T T G = 16.0.

Antalet frihetsgrader ar f = r— 1 =6 — 1 = 5. Eftersom Qups nagot
overstiger x3 o1(5) = 15.1 kan man p3st4 att tirningen inte ar
symmetrisk: Resultatet ar signifikant**. Med dator erhalls

P = P(Q > 16.0) ~ 0.0068 d3 Q ir x2(5).

Jan Grandell & Timo Koski Matematisk statistik 25.02.2016 43 / 46



X2—TEST MED SKATTNING AV PARAMETRAR

Ofta vill vi 1ata sannolikheterna p1, p2
6 = (61,...,0s), och testa hypotesen

pr bero av en okand parameter

Ho: P(A;) =pi(0), fori=1,...,r,

och for ndgot varde pa 0.

Jan Grandell & Timo Koski Matematisk statistik 25.02.2016 44 / 46



X2—TEST MED SKATTNING AV PARAMETRAR

Skattar vi 6 med ML-metoden, och bildar

i (xi — npi(0ps))?

Qobs =
o i=1 npi(Bp)

s& ar @ approximativt x?(r — s — 1)-fordelad under Hp.
Detta resultat kallas ibland for stora x?-satsen.
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X2—TEST MED SKATTNING AV PARAMETRAR: ANTALET

FRIHETSGRADER

Grundregeln ar att antalet frihetsgrader fas av

antalet fria kvadratsummor — antalet skattade parametrar.
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