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Felfortplantning

Felfortplantning kallas 'propagation of error’ pa engelska. Felfortplantning
handlar om hur matfel fortplantas till funktioner av matvarden.
Felfortplantningen ar av sarskild betydelse i samband med behandlingen av
toleransfragor for funktioner av matvarden.

Vi kommer att forst diskutera Gauss' approximationsformler for
fortplantning av medelfel.

Forvanande nog finns dock enkla algoritmer som ger tamligen god
uppfattning om medelfelet oavsett hur komplicerad funktionen r (d.v.s.
oavsett hur dalig/bra Gauss' approximation ar eller om den alls gér att
anvinda). En sddan modern metod dr bootstrap, som vi beskriver sist.
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Felfortplantning: Exempel 1. pa problemstallningen

| en serie forsok uppmattes svangningstiden t for en pendel samt pendelns
langd /. Matningarna kan ses som observationer av stokastiska variabler
med vantevarden lika med de verkliga vardena t, och /,. | ett forsok
uppmattes t = 2.0084 och / = 1.0031. Vidare vet man av lang erfarenhet
att standardavvikelserna for dessa bestamningar ar 2.0084 och 0.00043.
Matningarna kan betraktas som oberoende. Efter forsoket beraknas
tyngdaccelerationen g enligt formeln
47|
&= 2

Sokt: approximativa formler for vantevarde och standardavvikelse for
beraknat g.
Svar: Senare
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Exempel 2. pa problemstallningen: Medelfel for en
skattning av en statistisk parameter

Vi anvander variansen V/(6%) eller, vilket i princip dr samma sak,
standardavvikelsen D(6*) som precisionsmatt for en skattning 6*. Ju
mindre varians (storre effektivitet), desto belatnare ar vi med skattningen.
Ibland hamnar man dé i en besvarlig situation: Variansen och
standardavvikelsen ar sjalva okanda, emedan de beror av just den

parameter som man vill skatta (och kanske av ytterligare andra okanda
parametrar).
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Medelfel for en skattning

Om man vill fa information om D(6*) far man forsdka hitta pa en
skattning dven av denna storhet (parameter). Konsekvensen blir att man
inte far ett exakt precisionsmatt utan bara ett ungefarligt. Vi betecknar
denna numeriska skattning av osikerheten med d(6*).

Definition
En skattning av D(6*) kallas medelfelet fér 6* och betecknas d(6*). J

Detta kan nog verka forbryllande men man skall halla isar begreppen: 67,

ar en skattning av 6 och d(6*) ar en skattning av D(6*).
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Medelfel for en skattning: plug-in

Hur medelfelet skall valjas far avgoras fran fall till fall. Man borde tillse att
d(6*) ar en konsistent skattning av D(6*).
Ett vanligt satt ar s.k. plug-in:

d(6%) = D(Bobs)

d.v.s man insatter 6%, for 0 i D(6*).

)
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Fortplantning av medelfel

Felfortplantning, eller Gauss-approximation, anvands ibland for att
approximativt berakna medelfel for skattningar. Antag att vi har en
skattning 67, _ som vi vet ar approximativt vantevardesriktig samt anser oss
veta medelfelet for. Vi bildar nu en funktion g(67,.) av skattningen. Detta

kan vara aktuellt om vi ar intresserade av att skatta en parameter
§ = g(0), dar en naturlig skattning ar ¢}, = g(02%,)-
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Felfortplantning

Vi undrar nu hur osdkerheten (medelfelet) i 0-skattningen "fortplantas”
genom funktionen g till en osdkerhet (medelfel) i -skattningen. Vad vi
gor ar att serieutveckla (linjarisera) funktionen g genom

g(x) = g(a) + (x — a)g’(a) + restterm
dar vi anser oss kunna forsumma resttermen.

P =g(0%) ~ g(0) + (6 — 0)g’ (6) + restterm

)
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Felfortplantning: ett bra lage for att forsumma resttermen

P =g(0%) ~ g(0) + (6" — 0)g’ (0) + restterm

Lat / vara ett intervall, dar det mesta av sannolikhetsmassan for 8* ar
koncentrerad. Antag att g har kontinuerliga forsta och andra derivator pa
I. Da har resttermen det bekanta uttrycket

restterm = (8% — 0)%g (2)/2,

dir z ligger mellan 6 och 8*. Antag vidare att | g (z) |< C for z € 1. D3
ir E | restterm |< CE(0* —0)2/2. Om nu g(x) ar ungefar linjar, s ar C
liten. Om dessutom V/(6*) = E(6* — 6)? ar liten, blir approximationen
god.
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Felfortplantning

glx) = g(a) + (x—a)g'(a)

Vad detta innebar ar att vi ersatter funktionen g(x) med tangenten i
punkten a som (se ovan) ar en hyfsad approximation dtminstone i
narheten av punkten a. Om vi valjer a = 6 erhaller vi
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Gauss-approximation

Om nu E(0*) =~ 6, d.v.s. att 0, _ ar (3tminstone approximativt)
vantevardesriktig, och dessutom huvuddelen av sannolikhetsmassan i
fordelningen for 6* finns i det omrade dar den linjara approximationen ar

god erhaller man

och

Gauss-approximation: linjarisering + plug-in i g’(6).
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Tag

g(x) =% =0
och antag E(6*) ~ 6. D3 har vi

och

och

E[(67)%] = E(y") ~ g(0) = 02

V(") = E[(6")%] — (E[6"])> ~ 62 —62=0
V(y") ~ (g'(6

*

~

obs))2 V(e*)

~ .




Om 6%, ar approximativt vantevardesriktig med medelfelet d(6*) s3 galler
att ¢}, = g(0%,,) ar approximativt vantevardesriktig som skattning av

¢ = g(0) samt har approximativt (plug-in) medelfel
d(lP*) |g (eobs)ld(e*)'




Exempel: Felfortplantning

Lat xq, ..., x, vara utfall av oberoende stokastiska variabler Xq, ..., X},
respektive, som ar ffg-fordelade dvs.

px(x)=p-(1—p)*Vforx=1,2,...

(a) Bestam minsta-kvadrat-skattningen p}, . av parametern p, dar
0<p<l.

(b) Bestim approximativt vantevarde E(p*) och varians V/(p*) for
minsta-kvadrat-skattningen p},.

)
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Exempel: Felfortplantning Minsta kvadrat

(a) Enligt formelsamlingen ar E(X;) = % = u(p) och darmed bildar vi

minsta-kvadrat-skattningen genom att minimera funktionen

och enligt tidigare fas
4 (1L 1 1
p;bs:‘u1<;_ Xi>:P‘1(X):§r

dirx =1y, x. SVAR: p;,. = 1.
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Felfortplantning

(b) Infor g(x) =1, for x > 0. Satt 6 = %, dvs. p=g(0), p* =g (6%).
Vihar 0* =X =21y, X. Vi har

E(0*) = E (X)

-e(1fx) -3 frew

Men och enligt formelsamlingen ar E(X;) = % och s3ledes E (X) = % =0
dvs.

E(0")=6.
Da ger Gauss approximation
E(p") =E(g(0")) =g (E(6")) =g (0) =p.

SVAR: E (p*) = p.
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Felfortplantning

Med stod av Gauss' approximationsformler fas nu att
* * * ! * 2
V(p") = V(g(67) ~ v (6)- (¢ (E(6"))) .

Men eftersom vi har oberoende stokastiska variabler, sa blir

V(6*) =V (7) = n_12 <Y "1 V(X;). Enligt formelsamlingen ar

V (Xj) = 1. Detta ger V (6%) = £12(= 26(6 — 1)). Eftersom
! . ! * 2

g (x) = =1/, blir (&' (E(6)) = by = & = p*

SVAR: V (p*) =~ (1 —p*) - (p*)2/n.
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Konfidensintervall & felfortplantning

Konfidensintervall fér g(6) med approximativ konfidensgrad 1 — a (Gauss

approximation anvands for medelfel)

/ ) — (g(gzbs) _/\a/2|g/( obs)|d( ) (Qobs) +/\a/2|g( obs)|d(9*))'

| exemplet ovan
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Allmanna formeln for fortplantning av varians

X1, Xo..., X, ar oberoende stokastiska variabler. Vi har en funktion
U=g (X1, Xa...,X,) som ar sa snill att

3 \° 2 \°
V(U) ~ <8—x1g1> V(X1)+...+ (E)—X,,g”) V(Xn)
dar
0 0
&= a8 (X1, Xn) Lq=EX4] oxa=E[X,]

Det ar ingen svar sak att konstruera ett matematiskt exempel dar formeln
ger en ratt sa dalig approximation. Men manga praktiker anser att formeln
fungerar fungerar oftast hyfsat val i tillampningar.
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Exempel 1. : fortséttning

U=g(lt)= . Daar
472,
E(U
(="
och
0 4r?
ggl = t—g
I _87‘(2/0
a2 T3
M.h.a. den allmanna formeln for fortplantning av varians
1674 647'(4/2
V(U) =~ . V(I + 2V (t).
o O

Med V/(t) = 2.00842, V(/) = 0.000432, och tva plug-in t, — 2.0084 gk
| — 1.0031. fas

V/V (U) = 19.635.
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_ 47%1.0031
U™ 72008452
= 0.8176 £ A, /»19.635.

+ Ay /219.635.
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Medelfel for en skattning & bootstrap

Vi har observationerna xi, xo, ..., X, som vi ser som utfall av oberoende
likafordelade s.v. Xi, ..., X, vilkas fordelning beror av en okand parameter
¢ = g(0). Denna skattar vi med en funktion

g (0ks) = g (6%(x1, ..., xn)). Vivill berdkna medelfelet d(g(6*)).

Vi beskriver nu en algoritm kallad bootstrap, som ger tamligen god
uppfattning om medelfelet d(g(6*)).
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Bootstrap

Namnet bootstrap (pa sv. stovelstropp) harstammar fran uttrycket i
amerikansk engelska pull oneself up by the bootstraps, vilket betyder att
man forbattrar ens (ekonomiska/sociala o.s.v.) situation genom egna
insatser utan andras hjilp. Ett uttryck med likadan betydelse ar att lyfta
sig sjalv i haret (jfr. baron von Miinchausens dventyr).

=} (=) = E £ DA
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Bootstrap

Bootstrap: Vi lottar fram ett forsta fiktivt eller bootstrap- stickprov ur
vara matdata genom att pd mafa dra n st med aterlaggning fran xq, ..., x,.
Detta stickprov blir typiskt ungefar som det ursprungliga aven om vissa
observationer saknas och vissa finns i dubbel eller kanske tredubbel

uppsattning.
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Bootstrap med matlab: exempel

Vi har, till exempel,
x1 = —0.2746, x, = —1.1730, x3 = 1.4842, x4 = 1.1454, x5 = —1.6248,

x = 0.9985, x; = 0.4571, xg = —1.2315, xg = 0.9868, x10 = —0.5941

eller

x=] —0.2746 —1.1730 14842 1.1454 —1.6248
0.9985  0.4571 —1.2315 0.9868 —0.5941];

Matlabkommandot unidrnd(10,1,10) ger tio slumptal ur den likformiga
fordelningen pa de tio heltalen i 1,..., 10, d.v.s p(i) = 1/10.
>> z=unidrnd(10,1,10)

Z =

51632563710

Bootstrapstickprovet ges nu av >> bssampl=x(z)
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Bootstrap med matlab: exempel

Med >> bssampl=x(z)

fas bootstrap stickprovet

bssampl =

Columns 1 through 7

-1.6248 -0.2746 0.9985 1.4842 -1.1730 -1.6248 0.9985
Columns 8 through 10

1.4842 0.4571 -0.5941
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Medelfel for en skattning & bootstrap

Ur detta nya stickprov berdknar vi skattningen 67 .  av 6. Detta upprepas
nu B ganger (kanske B = 1000 eller B = 10000) och ur dessa B fiktiva
stickprov far vi B skattningar Gi"obs, ;,obs' e *B,obs' Vi far da en
medelfelsskattning genom att berakna spridningen av dessa d.v.s.

B
d(e*) = z IObS :Knedel,obs)2

dar 0, cdel obs = =y? T obs/ B ar aritmetiska medelvardet av de B
skattningarna for de B fiktiva stickproven.
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Medelfel for en skattning & bootstrap

Vi hade simulerat sa att

x=[ —02746 —1.1730 1.4842 1.1454 —1.6248
0.9985  0.4571 —1.2315 0.9868 —0.5941];

ar tio oberoende stickprov pad X; € N(0,1). Vi har att

0" = & (X1 +... 4 X10) € N(O, \/1—10) Om vi drar B bootstrap-stickprov
frdn x och beraknar X; ops for i = 1,..., B, far vi enligt receptet ovan en

boostrap-skattning av |/ = 0.3162. | figuren ses histogrammet for X; ops
p 10 ,

for i=1,..., B med B = 1000, dar standaravvikelsen ar d(6*) = 0.339.

Jan Grandell, Gunnar Englund & Timo Koski Matematisk statistik 03.03.2016 30 / 40



Medelfel for en skattning & bootstrap

| figuren ses histogrammet for X; ops for i =1,..., B med B = 1000, dar
standaravvikelsen ar 0.339.

250
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Medelfel for en skattning & bootstrap

De fiktiva stickproven ar framlottade enligt den empiriska fordelningen
som lagger massan 1/n i vardera av de n observationerna. Denna
empiriska fordelning ar en skattning av den sanna fordelningen F som
observationerna genererats av. Vi har darmed lyckats skapa en kopia av
det ursprungliga forsoket (dar vara data kom fran F). Vi kan da undersoka
egenskaper hos den ursprungliga skattningen genom undersoka skattningen

i kopian.
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Felfortplantning & bootstrap

For varje i =1,..., B (kanske B = 1000 eller B = 10000) drar vi
bootstrap-stickprovet
(X1, e Xin) -

Vi berdknar skattningen §; obs = g(0 op) i = 1,..., B, av i = g(0). Vi
far B skattningar g(07 ops), 8(05 ops). - - - 805 obs)-

Vi far da en medelfelsskattning d(g(6*)) genom att berdkna spridningen
av dessa d.v.s.

B
d(g(g*)) = _ 1 Z lobs 9 )medel,obs)2

dar (0" )medel.obs = L2 g(0 ,Obs)/B ar aritmetiska medelvardet av de B
skattningarna for de B fiktiva stickproven.
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Exempel fortsatts med MATLAB: Bootstrap av medelfelet
hos minsta-kvadrat-skattningen p?,. av ffg(p)

Vi simulerar i matlab xq, ..., x1000 utfall av oberoende stokastiska variabler
X1, ..., X100, respektive, som ar ffg(0.67)-fordelade. Detta gors genom
>> x=geornd(0.67,1,1000);

>> x=x+1;

Liksom visats ovan ar minsta-kvadrat skattningen p;, = 1/x, vilket blev i
detta fall

>> 1/mean(x)

ans =

0.6579
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Bootstrap av medelfelet hos minsta-kvadrat-skattningen

function bsstderr= stovelsffg(x,n)

phats=[];

for i=1:n

bssampl=stovelstropp(x);

phat=1/mean(bssampl);

phats=[phats phat] ;

end

bsstderr= std(phats);

Har anropas matlab-funktionen stovelstropp.m, som de facto framstalldes
redan ovan men aterges i bilagan.
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Exempel forts. med MATLAB: Bootstrap av medelfelet
hos minsta-kvadrat-skattningen p?,. av ffg(p)

Vi anvidnder funktionen stovelsffg.m (se bilagan) och far
bootstrapskattningen av d(p},.) med B = 1000 (B behdver inte vara lika
med antalet ursprungliga stickprov) som

>> stovelsffg(x,1000)

ans =

0.0120

Gauss-approximationen fran ovan ger for det aktuella vardet pad p*

d(p*) ~ \/(1 — 0.6579) 0.65792 /1000 = 0.0122
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1 1\ 12
IPZE:EAa/z\/(l_;)% /n

I, = 0.6579 + A, /20.0122.

Med data ovan

Detta ar inte ett s.k. bootstrap-konfidensintervall for p.




Bootstrap med matlab:

Med arbetsittet ovan maste vi skriva en ny .m fil (d.v.s. skriva om
definitionen pa phat) for varje ny stickprovsvariabel, vars medelfel skall
undersokas.

| sjalva verket har Matlab en inbyggd funktion bootstrp.m, som tar en
funktion som argument.

Mer om bootstrap kan vid behov lasas i
http://www.math.kth.se/matstat/gru/sf2955/datortot.pdf
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function bssampl=stovelstropp(x)
m=length(x);

z=unidrnd(m,1,m);
bssampl=x(z);

«4O0>» «Fr «=Z» « =)



03.03.2016

DA
40 / 40



