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Repetition: Kolmogorovs axiomsystem

Ett sannolikhetsmatt P ar en funktion av handelser, sddan att:
(@) 0< P(A) <1,
(b) P(Q) =1

(c) om A och B ar disjunkta handelser, sa galler

P(AUB) = P(A) 4+ P(B)
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Repetition: Regler for sannolikhetskalkyl

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B).
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En sats till

Lat A och B vara tva handelser och A C B. D3 galler

P(A) < P(B).

Bevis: B = AU (BN A*) (rita ett Venndiagram). Det &r klart att
AN(BNA") =@
Darfor ger axiom (c)
P(B) = P(AU(BNA*)) =P (A)+P(BNA*) > P(A),

ty P(BNA*) > 0.
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Inledning (betingad sannoliket)

L3t A och B vara tva handelser, dvs A, B C (). Vad ar sannolikheten,

betecknad med P(B | A), for B d3 vi vet att A har intriffat?
Q
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P(B | A)

Vi ar ledda oss till foljande definition.

Definition

L5t A och B vara tva handelser. Antag att P(A) > 0. Sannolikheten for
B betingat av A betecknas med P(B | A) och definieras som

P(ANB)

P(B|A) = =5
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Betingad sannolikhet ar ett sannolikhetsmatt:

@ P(B|A)>0arklart. AN B C A, och satsen ovan ger
P(ANB) < P(A) dvs. 2408 <

P(A) =
e P(A|A) = P;’?Q)A) % =1 m.a.o. A ar utfallsrummet.

@ Tag BiN B, =@.

P(BLU B, N A)
P(A)

P(BLUB, | A) =

P((BiNA)U(B:NA)) _ P((BiNA)+P(BNA)

P(A) - P(A)

and by axiom (c)

= P(gEQ)A) - P(gigA) = P(B1 | A)+ P(B; | A).

Jan Grandell & Timo Koski () Matematisk statistik 14.01.2013



Betingad sannolikhet: exempel

Exempel

(Kast med réd och vit tarning)

A = summan av 6gonen ar hogst 4.

By = vita tarningen visar k ogon.

P(Bk | A) =0 om k > 4.

Mojliga utfall, m, dr 36: (v,r),v,r=1,...6, dvs (1,1),(1,2),...(6,6).
Gynnsamma utfall fér A, ar6: (1,1), (1,2), (1,3), (2,1), (2,2), (3.1).
Gynnsamma utfall for AN By, ar4 —k: (v,r),v=k,r=1,...4—k,
dvs (k,1),(k,2),...(k,4 — k) om k < 4.

Jan Grandell & Timo Koski () Matematisk statistik 14.01.2013



Betingad sannolikhet: exempel forts.

Klassiska sannolikhetsdefinitionen ger
6 4 — k
Detta ger, for k < 4,
3_1 _
4— k s=2 K
P(Bk|A):T: %:% k=
1
6 k=
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Betingad sannolikhet

Ofta ar det lattare att ange varden till betingade sannolikheter an till
obetingade, och vi utnyttar definitionen "baklanges”.

Exempel

En ohederlig person har tva tarningar, en akta och en falsk som alltid ger
6 ogon. Han valjer slumpmassigt den ena. Vad ar sannolikheten for 5 resp.
6 ogon. L4t oss betrakta fallet med sex ogon. Intuitivt bor galla att

sannolikheten ar
1 6 7
1=—+—

1
T3 12 12 12°

N =
S =
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Lagen om total sannolikhet

Mera systematiskt galler foljande sats

Sats
(Lagen om total sannolikhet)
Om Ha, ..., H, ar disjunkta handelser, har positiv sannolikhet och

uppfyller hela Q), s& galler for varje handelse A C Q) att

P(A) = 2 P(H)P(A| H).
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Lagen om total sannolikhet
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Lagen om total sannolikhet

Bevis. Vi utnyttjar en av De Morgans regler
P(A)=P(ANQ) =P(AN(H1U...UH,)) = P((ANH)U...U(ANH,))

och sedan Kolmogorovs axiom (c) fran forsta foreldsningen, ty
(ANH)N(ANH;) =D om i # j,

:iP(AmH ZP P(A | H;).
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Vi ska nu ge en viktig sats om "vandning” av handelserna i betingade

sannolikheter.

(Bayes’ sats) Under samma villkor som i lagen om total sannolikhet galler

P(H;)P(A | H)
P A) = S Bl PA] Ay

Beuvis.

P(Hi | A) = P(gEQ)A) = P(,f(’,;:)A) ';(:"')) = P(A| H;)-

Lagen om total sannolikhet tillampad pad P(A) ger resultatet.
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Bayes’ sats: tolkning

Sannolikheten P(H;) kallas a priori sannolikhet for H;. Sannolikheten
P(H; | A) kallas posteriori sannolikhet for H;. Bayes' sats visar alltsd hur
a priori sannolikhet omvandlas till posteriori sannolikhet.
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Bayes' sats: exempel

L&t oss gd tillbaka till exemplet om falskspelaren. Satt
A = 6 ogon.

H; = akta tarningen.

H, = falska tarningen.

Da galler

P(A) = P(H1)P(A | Hi) + P(H2)P(A| Ho) =

som i exemplet. Bayes' sats ger vidare

< P o -
och
P(H2|A)=w P(A| Hy)- 'l;((’:f)) 1%%

vilket kanske inte ar lika latt att inse rent intuitivt.
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Bayes' sats: screening for cancer

Vi raknar pa det exempel som ges av John Allen Paulos: The Math behind
Screening Tests. What a positive result really means. Scientific American ,
January 2012. http://www.scientificamerican.com/article.cfm?id=weighing-the-positives

Lat oss anta att 0.4 % av befolkningen drabbas av en form av cancer. Ett
diagnostiskt test ger positivt resultat i 99.5 % av fallen, om en individ har
cancer och ger positivt resultat i 1 % av fallen, om en individ inte har
cancer. Om vi plockar pd mafa en vuxen individ ur en stor population och
testet ger ett postivt svar, vad ar sannolikheten for att individen har den
aktuella formen av cancer 7 Beteckna A; = individen har cancer. Ay =
individen har inte cancer. B = positivt testresultat. Vi har

P (A1) = 0.004, P (A2) = 0.996, P (B|A;1) = 0.995, P (B|A2) = 0.01
Sokt ar P (A1|B).
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Bayes' sats: medicinsk diagnostik

P (A1) = 0.004, P (Az) = 0.996, P (B|A;) = 0.995, P (B|As) = 0.01
Bayes' sats ger P (A1|B) som

P (B|A1) P (A1)
P(AB) = P (B|A1) P (A) + P (B|A) P (A2)

3 0.995 - 0.004
" 0.995 - 0.004 + 0.01 - 0.996

En ovantat |dg posteriori sannolikhet ! Varfor ar detta anda ett rimligt
svar ? Vilken slutsats drar vi om screening ?

= 0.2855.
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Oberoende handelser

Intuitivt ar tva handelser A och B oberoende om intraffandet av A inte ger
nagon information om huruvida B intraffar eller ej. | formler betyder detta

P(B|A) = P(B).
Allmant galler ju

P(B| A) =
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Oberoende handelser

Multiplikation med P(A) leder oss till féljande definition:

Definition

Tva handelser A och B ar oberoende om

P(ANB) = P(A)P(B).

Definitionen ovan kraver inget villkor om positiva sannolikheter.
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Oberoende handelser

Det ar inte sjalvklart hur oberoende skall definieras for flera handelser.

Definition

Tre handelser A, B och C ar oberoende om

P(ANB) = P(A)P(B)

P(ANC) = P(A)P(C)

P(BNC)=P(B)P(C)
P(ANBNC)=P(A)P(B)P(C)

Endast P(AN BN C) = P(A)P(B)P(C) racker inte, vilket inses om vi
satter A= B och C = Q.
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Oberoende handelser

Inte heller racker parvis oberoende, vilket ses av foljande exempel:
Kast med rod och vit tarning:
A = vita tarningen visar jamnt antal ogon.
B = roda tarningen visar jamnt antal ogon.
C = jamn ogonsumma.
A och B ar oberoende av "forsoksskal”. Vidare galler
1 1

P(ANC)=P(ANB)=P(A)P(B) = 2 och P(A)P(C) = e
Saledes ar A och C oberoende. Pss. foljer att B och C ar oberoende.
Eftersom AN B = C vore det inte rimligt att anse att A, B och C ar
oberoende.
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Oberoende handelser

Allmant: Oavsett vilka handelser vi plockar ut sa skall sannolikheten for

snittet vara produkten av sannolikheterna.
Man kan visa att om Aq,..., A, ar oberoende, sa ar aven AJ,... Ay
oberoende. Detta kan verka helt sjalvklart, med ar inte helt |att att visa.

Vi nojer oss med fallet n = 2.
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Oberoende handelser

Vi har
P(A*NB*)=P((AUB)*)=1— P(AUB)

—=1— P(A) — P(B) + P(A)P(B) = 1 — P(A) — P(B)(1 — P(A))
= (1= P(A))(1 - P(B)) = P(A")P(B").
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Oberoende handelser

L3t handelserna A, ..., A, vara oberoende. Sitt B = |J] A;, dvs. minst
en av handelserna Ay, ..., A, intraffar. D3 galler

P(B) =1—(1—P(A1))(1—P(A2))... (1= P(As)).

Bevis.
P(B)=1-P(B*)=1— P(ﬁAf) = l—ﬁP(A}k) = 1—ﬁ(1— P(A))
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