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Stokastiska variabler: inledning

| nastan alla situationer som vi betraktar, kommer resultaten av
slumpforsoken att vara tal, kontinerliga matvarden eller antal. Det ar
praktiskt att anpassa beteckningarna till detta.

Definition
En stokastisk variabel s.v. (eller en slumpvariabel) X ar en funktion fran Q)
till reella linjen.

Lite lost kommer vi att uppfatta X som en beteckning for resultatet av ett
slumpforsok.
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Stokastiska variabler

o A

X (w)
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Stokastiska variabler: inledning

Lat X vara en stokastisk variabel. Det mest allmanna sattet att beskriva
X, dvs. hur X varierar, ar att ange dess fordelningsfunktion.

Definition

Férdelningsfunktionen Fx(x) till en s.v. X definieras av

Fx(x) = P(X < x).
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Stokastiska variabler: inledning

En fordelningsfunktion Fx(x) har foljande egenskaper:
1) Fx(x) ar icke-avtagande! ;
2) Fx(x) — 1da x — oo;
3) Fx(x) — 0da x — —oo;
4) Fx(x) ar hogerkontinuerlig.

lduvs. x1 <x2 = Fx (x1) < Fx (x2)
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Berakning av sannolikheter

Lat X vara en stokastisk variabel.
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Stokastiska variabler: Diskret stokastisk variabel

Det ar lampligt att skilja pa fallen d& var stokastiska variabel representerar
kontinuerliga matvarden eller antal.
Vi ska nu betrakta fallet med antal.

Definition

En s.v. X sages vara diskret om den kan anta ett andligt eller upprakneligt
oandligt antal olika varden.

Det viktiga ar att de mojliga vardena ligger i en andlig eller hogst
uppraknelig mangd. Oftast tar en diskret s.v. icke-negativa heltalsvarden
"raknar ett antal”. Vi kommer att forutsatta detta, om vi inte explicit
sager nagot annat.
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Diskreta stokastiska variabler

Definition

Fér en diskret s.v. definieras sannolikhetsfunktionen px (k) av

Om X beskriver ett tarningskast galler saledes

1 fork=1,23,4,56
px(k) =14 ° e .
0 for ovriga varden pa k.

Gor vi nu slumpforsoket att pd mafa dra en av 6 lappar med talen 1, 2, 3,
4,5 eller 6, sa far vi samma s.v. som i tarningskasten.
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En sannolikhetsfunktion

p (2 p (6)
X

px(l)
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Diskreta stokastiska variabler

Relationen mellan sannolikhetsfunktionen och fordelningsfunktionen for en
diskret stokastisk variabel fds av sambanden

Z px(j), dar [x] betyder heltalsdelen av x,

J<I[x]

och
px (k) = Fx(k) — Fx(k —1).

Det foljer av detta att
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En fordelningsfunktion

%((3) =F@-F Q)

obs Ej samma sannolikheter som i foregaende figur om
sannolikhetsfunktion
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Berakning av sannolikheter

P(a < X < b) = Fx(b) — Fx(a)

Om X ar diskret, s& fas, om a och b ar positiva heltal, att

P(a< X < b)=Fx(b) — Fx(a) = ) _ px(j) = }_ px ()

Jj<b Jj<a

b
= ). px()-

Jj=a+1

Jan Grandell & Timo Koski () Matematisk statistik 08.09.2008 12 / 45



Berakning av sannolikheter

Om X ar diskret, och a och b ar positiva heltal, giller det att
Pla<X<b)=Pla<X<b+P(X=a)

= Fx(b) — Fx(a) + P(X Z1PX(J + px(a)
Jj=a+

b
=) px(j)
j=a

obs! Om X ar diskret, och px(a) > 0, sa galler alltsa enligt ovananforda
att
Pla< X <b)#Pla< X<b)
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Berakning av sannolikheter

X ar diskret, och b ar ett positivt heltal,
PX>b)=1-P(X<b)=1-P(X<b-1)

=1-Fx(b—1)=1- Y px()

j<b-1

P(X >b)=1—P(X < b) =1— Fx(b)
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Berakning av sannolikheter: allmant

A en delmangd av den reella axeln, P(X € A) = sannolikheten for att X
antar ett varde i A.
@ Om X diskret:
P(XeA) =) px())

JEA
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Kast av ett haftstift (= Thumbtack pa (amerikansk)

engelska)

Slumpexperiment: Kast av ett
haftstift. Om det landar pa spetsen som i bilden ovan, sager vi att en

‘etta’ (1) intraffar. Vi sager att en nolla (0) intraffar om haftstiftet landar
pa hatten.
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Tre kast av ett haftstift: utfallsrummet som ett

traddiagram

Kast 1 Kast 2 Kast 3
w, =(111)
w2 = (110

©3= (101)
w, = (100)
@5 =(011)

W g =(010)

© 7 = (001)
@ g =(000)
0 Antalet utfall= 23
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Tre oberoende kast av ett haftstift: sannolikheter

Kast 1 Kast 2 Kast 3

3
©; P)= P

Wy PEy) = Fa-p
w3 Plg) = pz(l—p)
W, Ply) = P (1-pf
ws Pe5) = fap

©6 Pey)= pa-pf

w7 P@7)= p-p?
Wg P@B): (1-p

P(en nolla (0)) =1 — p, P(en etta (1)) = p.
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Tre oberoende kast av ett haftstift: en stokastisk variabel

Kast 1

Kast 3

@, =C111)

w5 = (110)
w3 = (101)
w, = (100)

w5 = (011)
w 5 =(010)

S EY w 7 = (001)
w g =(000)

X = ’antalet ettor i tre oberoende kast av ett haftstift’.
X (w1) =3,X (w2) = X (w3) = X (ws) = 2,
X (ws) = X (we) = X (w7) =1, X (wg) = 0.
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Tre oberoende kast av ett haftstift: sannolikhetsfunktion

for antalet ettor
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Tre oberoende kast av ett haftstift: sannolikhetsfunktion

for antalet ettor

Vi omskriver dessa med hjalp av binomialkoefficienterna:

P(X=3)=p’= @)p"‘(l -p)°

eller med en enda formel
P(X=k = (i)pk(l —p)* K, L k=0,1,23.

Denna ar sannolikhetsfunktionen for binomialfordelningen med
parametrarna 3 och p.
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Diskreta st. v:er: Binomialfordelningen

Definition
En diskret s.v. X sages vara binomialfordelad med parametrarna n och p,
Bin(n, p)-fordelad, om

px (k) = (Z) pk(l — p)”_k, fork=0,1,...,n.

Vi skriver detta med X € Bin(n, p).
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Diskreta st. v:er: Poissonfordelningen

Ofta nar det ar rimligt att anta att en s.v. X ar Bin(n, p)-fordelad, sa ar
det aven rimligt att anta att p ar liten och att n ar stor. L3t oss anta att
p = u/n, dar n ar "stor" men y ar "lagom”. Da galler

px (k) = <Z>Pk(1—P)"k= n(n—l)..l.(!(n—k—i—l) (E)k( _E)nfk

:_k<1_ﬁ nn(n—l)...(n—k+1)(1_ﬁ>—k "
k! n

K

~e M ~1 ~
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Diskreta st. v:er: Poissonfordelningen

Definition

En diskret s.v. X sages vara Poissonfordelad med parameter u,
Po (u)-fordelad, om

k

px (k) = %e‘”, fork =0,1,2....

Vi skriver detta med X € Po(u).
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Sannolikhetsfunktionerna for Po(2) och Po(1)

04

03p =

025 1

02r =

[REN o

o1p 1

0os - -
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En urnmodell: Dragning utan aterlaggning

| en urna finns kulor av tva slag: v vita och s svarta. Drag n kulor ur
urnan slumpmassigt och sd att en kula som dragits inte stoppas tillbaka.

dvs dragning utan aterlaggning.
Satt X = "Man far k vita kulor i urvalet”.
Valj Q: Alla uppsattningar om n kulor utan hansyn till ordning.

Da fas:
m— V+s och (v s
- n £= k n—k

och saledes N e
(1) (20
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Hypergeometrisk fordelning, Hyp(N, n, p)

Definition
Om den st.v. X har sannolikhetsfunktionen
(k) (20
(v+s) .
n
dar k har varden sadana att 0 < k <v,0< n—k <s, sj sages X vara
hypergeometriskt fordelad.

px (k) =

Vi sdtter N = v+ s och p=v/(v+s) och skriver X € Hyp(N, n, p).
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Kontinuerlig stokastisk variabel

Har kan vi tyvarr inte ge definitionen i termer av den stokastiska variabeln
sjalv. Det racker inte att saga att X kan ta ett overupprakneligt antal
varden. Vi far darfor ge definitionen i termer av fordelningsfunktionen,
som ju ar den allmannaste beskrivningen av en s.v.

Definition
En s.v. X sages vara kontinuerlig om dess férdelningsfunktion har
framstallningen

Fx(x) :/_X fx(t) dt

for nagon funktion fx(x). Funktionen fx(x) kallas tathetsfunktionen for
X.

Omvant giller att fx(x) = Fy(x).
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Kontinuerlig stokastisk variabel

Tathetsfunktionen kan inte direkt tolkas som en sannolikhet, men vi har,
for sma varden pa h,

x+h
P(X<X§X+h):Fx(X+h)—Fx(X):/ fx(t)dt%hfx(x).

X
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Berakning av sannolikheter

Lat X vara en kontinuerlig stokastisk variabel. a < b ar reella tal,

P(a < X < b) = Fx(b) — Fx(a) :/b fx(t)dt—/a (1) dt

—0o0 —0o0
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Berakning av sannolikheter

Lat X vara en kontinuerlig stokastisk variabel. a < b ar reella tal
P(a< X <b)=Fx(b)—Fx(a)+P (X =a)
Men for h > 0

P(X=a )—A%P(a—h<X<a—|—h)— I|m (Fx(a+h)—Fx(a—h)) =0

ty Fx(x) ar kontinuerlig (och darmed hogerkontinuerlig).
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Berakning av sannolikheter

Med andra ord, om X ar en kontinuerlig stokastisk variabel och a < b ar
reella tal,

b
P(a§X§b)=P(a<X§b):/ e (t) dt.
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Berakning av sannolikheter: arean under kruvan

b
P(a< X < b) = Fx(b) — Fx(a) = / e (t) dt.

fX(X)

FX(b) - FX(a)
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Berakning av sannolikheter

Om X ar en kontinuerlig stokastisk variabel och b ar ett reellt tal,

P(X>b)=P(X>b)=1-P(X<b)=1—P(X<b)

=1-—Fx(b) = /oo fx(t)dt — /b fx(t) dt

—00 o9}

= /boo fx(t) dt.

P(X > b) = P(X > b) /°o (1) dt.
b

dvs.
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Kvantil, median

Ett par begrepp:

Definition

Losningen till ekvationen 1 — Fx(x) = a kallas a-kvantilen till X och
betecknas med x,.

Xo5 kallas for medianen och ar saledes det varde som overskrides med
samma sannolikhet som det underskrides.
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Likformig fordelning U(a, b)

X € U(a, b)

Jan Grandell & Timo Koski ()
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fora<x<p,

annars.

for x < g,
fora< x<bp,
for x > b.
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Exponentialfordelningen Exp(A)

X € Exp(A)

Ae M for x >0,
0 for x < 0.

l—e ™ frx>0
Fx(x) = -7
x(x) {0 for x < 0.
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Exponentialfordelningen Exp(A)

Denna fordelning ar viktig i vantetidsproblem. For att inse detta sa tar vi
ett enkelt exempel:

Antag att n personer gar forbi en affar per tidsenhet. Lat var och en av
dessa ga in i affaren oberoende av varandra och med sannolikheten p. Lat
X vara tiden tills forsta kunden kommer. X > x betyder att ingen kund
kommit efter x tidsenheter.

P(X > x) = (1 — p)™ ty nx personer har gatt forbi.

L3t oss anta precis som d& vi "harledde” Poissonfordelningen, att

p = pu/n, dar nar "stor" men u ar "lagom”. D3 galler

PX>x)=(1—p)™=(1— %)"X e X,
Detta ger att Fx(x) =1—P(X > x) =& 1 — e ", dvs X ar approximativt

Exp(t). Observera att vantevardet (annu ej definierat, men det komm
ar 1/u!

Jan Grandell & Timo Koski () Matematisk statistik 08.09.2008 39 / 45



Normalférdelningen N(u, o)

X e N(u, o)
1

o\ 21T

dar pu godtycklig konstant och ¢ > 0.
Denna fordelning ar mycket viktig, och vi skall dterkomma till den. Man
kan inte analytiskt ge fordelningsfunktionen.

felx) = —= e 2T

e
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Tathetsfunktionerna for N(0,1) och N(1,1)

Tatheten for N(0, 1) till vanster om tatheten for N(1,1)
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Berakning av sannolikheter: allmant

A en delmangd av den reella axeln, P(X € A) = sannolikheten for att X
antar ett varde i A.

@ Om X kontinuerlig:

P(X € A) :/Afx(x)dx
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Flerdimensionella stokastiska variabler

Ofta mater vi i samma slumpforsok flera storheter, och da beskrivs
resultatet av en n-dimensionell stokastisk variabel (X1, Xa, ..., Xp).

Slumpforsoket ar att vi valjer en person slumpmassigt har i rummet, och
satter

X = personens vikt;

Y = personens langd.

Vi nojer oss med att ge detaljer i det tva-dimensionella fallet. Lat (X,Y)
vara en tva-dimensionell s.v.

Fx y(x,y) = P(X <x, Y <y) kallas (den simultana)
fordelningsfunktionen for (X, Y).

Fx(x) =P(X <x)=P(X <x, Y <o) = Fx y(x,00) kallas den
marginella fordelningsfunktionen for X.

Fy(y) = Fx,y(co,y) kallas den marginella fordelningsfunktionen for
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Flerdimensionella stokastiska variabler

Definition

X och Y ar oberoende stokastiska variabler om

Fx,y(x,y) = Fx(x)Fy(y)

obs! Detta bor galla for ALLA (x,y) .
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Flerdimensionella stokastiska variabler

Definition
(X1, X2,...,X,) ar oberoende stokastiska variabler om

Fx,..x,(x1,..., xn) = P(X1 < x1,..., X5 < Xp)

= Fx,(x1) - - Fx, (xn).

Omvant galler att om X, Xp,..., X, ar oberoende s.v. s fés den
simultana fordelningen enl. definitionen ovan.
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