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Vi ska nu infora begreppet vantevarde for en s.v. Detta ar den teoretiska
motsvarigheten till begreppet medelvarde for en talfoljd.

Antag att vi har en lang talfoljd xg, ..., x,, dar talen ar ganska sma heltal.
Medelvardet definierades av

X =

S|+

n
Z Xk
k=1
Det kan vara bekvamt att gora omskrivningen
oo
x=Y i-f,
dar

antalet {k; xx =i}
- .

f=
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Nar vi diskuterade tolkningen av begreppet sannolikhet, s sa vi att

antalet ganger A intraffar

— P(A) da n vaxer.
n

For diskreta s.v. galler da att fx — px (k) da k — oco. Vi leds av detta till
foljande definition:

Definition
Vantevardet y for en s.v. X ar

Yo kpx (k) i diskreta fallet,
[0, xfx (x) dx i kontinuerliga fallet.

VZE(X)={
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Vantevarden Vi skall alltid anta att

[ee]

Z\k|px(k) < oo och / |x|fx (x) dx < oo.
k=0

—o0

Vantevardet ger samma information och samma brist pd information for
den s.v. som medelvardet ger for en talfoljd.
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Lat oss tanka pa tarningskast igen. Hur mycket skulle ni vara villiga att
betala for foljande spel: Jag kastar en tarning, och ni far lika manga
kronor som det blir ogon?

Vi har
for k=1,2,3,4,5,6

for ovriga varden pa k,

vilket ger
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Vantevarde for exponentialfordelningen

Ae ™ for x >0,
f = -
x() {0 for x < 0.
oo %) y:)LX
E(X):/ Xfx(X)dX:/ x/\ef/\XdX: x=y/A
- 0 dx =dy/A

1 /< 1 o 1 [® 1 o 1
= — 4 = — |— 4 — -y = _ — -y = —
_)\/o ye Y dy A[ye ]0+)\/0 eYdy=0 A[e ]0 1

Jan Grandell & Timo Koski () Matematisk statistik 10.09.2008 7/



Funktioner av stokastiska variabler

Om X ar en stokastisk variabel. Om g(x) ar en reelvard funktion av x, sa
ar

Y =g(X)
en stokastisk variabel, eftersom den ar en funktion av en stokastisk
variabel.
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Tre oberoende kast av ett haftstift: funktion av en

stokastisk variabel

w , =111

w5 = (110)
w3 = (101)
w,4 = (100

@5 = (011
w g =(010)

s w 7 = (0o1)
© @ g =(000)

X = ’antalet ettor i tre oberoende kast av ett haftstift’.
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Tre oberoende kast av ett haftstift: sannolikhetsfunktion

for Y = (X — 2)2

@, =111

@ 2 = (110)
@3 = (101D
w, = (100

@ 5 = (011)
w g =(010)

ES @ 7 = (0o0o1)
w g =(000)

=Y (w3) =Y (ws) =0,
Y(w7) =1, Y (wg) =4

P(Y=4)=(1-p)>P(Y=1)=p>+3p(l-p)?

P(Y =0)=3p*(1-p)
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Vantevarde for Y = g(X)

Antag att vi kdnner ford. for X, och vill berakna E(Y') dar Y = g(X).
Foljande, skenbart oskyldiga, sats ar ordentligt svar att bevisa i det
kontinuerliga fallet

Viantevardet for g(X) ar

Y o&(k)px (k) i diskreta fallet,
22, g(x) fx (x) dx i kontinuerliga fallet.

E(g(X)) ={
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Vantevarde for Y = g(X)

Bevis. Blom m.fl. visar satsen i det diskreta fallet, sa vi betraktar det
kontinuerliga fallet. Vi begransar oss dock till fallet dd g ar strikt vaxande.
Denna begransning forenklar beviset hogst avsevart.

Lat g~ !(x) vara inversen till g. D3 giller

Fy(y)=P(Y <y)=P(g(X) <y)=P(X < g y)) = Fx(g *(y))
vilket ger

-1
Frly) = %y(y” — Fte o E ) — g o) E Y

Jan Grandell & Timo Koski () Matematisk statistik 10.09.2008 12 /41



Vantevarde for Y = g(X)

Av detta fas

o) -1
= /_ yfx(gl(y))dgdiy(y) dy
x =g y) o
— =y | = [ gl o
y =g(x) -
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Vantevarde for Y = g(X)

Fran denna sats foljer bl.a. foljande:

E(h(X) +&(X)) = E(h(X)) + E(g(X))

med det viktiga specialfallet

E(aX 4+ b) = aE(X) + b.
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Varians

Vantevardet sager ingen om hur X varierar.
Betrakta foljande:

X —u| och (X —p)?
Vi leds nu till foljande definition.

Definition

Variansen 02 fér en s.v. X ar
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Varians

Foljande rakneregel ar mycket anvandbar:

V(X) = E(X?) — [E(X)]? = E(X?) — 2.

Beuvis.
V(X) = E[(X — p)?] = E[X* + p® — 2uX]
= E[X?] +p® — 2uE[X] = E(X?) — pi°.
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Varians

| exemplet med tarningsspel har vi y = 3.5 = %. Vidare har vi

i 6 ,1 91
E(X?) =Y. Kpx(k)=1Y, /<26 =& = 1516
k=—o00 k=1

Enligt rakneregeln fas

21\? 546 — 441
_> :L:Q,gz,

V(X):€_<6 36
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Varians

V(aX + b) = a>V(X).

Bevis.
V(aX +b) = E[(aX + b— E(aX + b))?] = E[(aX + b— ay — b)?]

— E[(aX — an)?] = 2E[(X — )] = 2V(X).
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Standardavvikelsen

Definition

Standardavvikelsen o for en s.v. X ar

D(aX + b) = |a|D(X).

Allmant galler:
D — ratt sort.
V — lattare att rakna med.
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Exponentialfordelningen.

¥ 2y —Ax I . 2
E(Xz):/o x*Ae N dX:ﬁ/o yze Y'dy = part. int. :ﬁ
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Poissonfordelningen

(=] k 00 k
EX(X 1) =Y k(k—1)-Foe= Y k(k—1). L e
k=0 k! k=2 k!
co k 00 k—2 00 i
— K - _ 42 H - _ 2 ]/l_ —u 2
= € "= e "= —e ''=u”".
,g(k—Z)! # k;(k—z)! # ,;)” #

Detta ger u2 = E(X(X — 1)) = E(X?) — u, eller E(X?) = u? + u, vilket
ger
V(X) = E(X?) —p? =y +p—p* = .
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Flerdimensionella stokastiska variabler

Ofta mater vi i samma slumpforsok flera storheter, och da beskrivs
resultatet av en n-dimensionell stokastisk variabel (X1, Xa, ..., Xp).

Slumpforsoket ar att vi valjer en person slumpmassigt har i rummet, och
satter

X = personens vikt;

Y = personens langd.

Vi nojer oss med att ge detaljer i det tva-dimensionella fallet. Lat (X,Y)
vara en tva-dimensionell s.v.

Fx y(x,y) = P(X <x, Y <y) kallas (den simultana)
fordelningsfunktionen for (X, Y).

Fx(x) =P(X <x)=P(X <x, Y <o) = Fx y(x,00) kallas den
marginella fordelningsfunktionen for X.

Fy(y) = Fx,y(co,y) kallas den marginella fordelningsfunktionen for
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Flerdimensionella stokastiska variabler

Definition

X och Y ar oberoende stokastiska variabler om

Fx,y(x,y) = Fx(x)Fy(y)

obs! Detta bor galla for ALLA (x,y) .

Jan Grandell & Timo Koski () Matematisk statistik 10.09.2008 23 /41



Flerdimensionella stokastiska variabler

Definition
(X1, X2,...,X,) ar oberoende stokastiska variabler om

Fx,..x,(x1,..., xn) = P(X1 < x1,..., X5 < Xp)

= Fx,(x1) - - Fx, (xn).

Omvant galler att om X, Xp,..., X, ar oberoende s.v. s fés den
simultana fordelningen enl. definitionen ovan.
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Normalfordelade stokastiska variabler

X e N(u,o)
]. 2 2
fx(x) = e~ (x—1)*/20
x(x) oV2m
dar u godtycklig konstant och ¢ > 0.
X € N(0,1) har tatheten

1 —x2/2

q)X(X) = me

Man kan inte analytiskt ge fordelningsfunktionen, men vi infor

o6 = [ gxus
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D(x) - D(y) aterges i figuren:

nermedfix) normedf(y)

i
ity “%ﬁ}&“ -

i
gyl \:‘\\

¥ 5 5 N

normcdf (x) ar funktionen i MATLAB statistics toolbox! for berikning
D(x).

http://www.mathworks . com/products/statistics/
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Statistics toolbox i MATLAB

http://www.mathworks.com/products/statistics/

Statistics Toolbox™ 6.2 provides engineers, scientists, researchers,
financial analysts, and statisticians with a comprehensive set of tools to
assess and understand their data. Statistics Toolbox software includes
functions and interactive tools for analyzing historical data, modeling data,
simulating systems, developing statistical algorithms, and learning and
teaching statistics.

(Slut pa produktplacering (for denna gang).) O
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Simultan sannolikhetsfunktion

(X,Y) &r en diskret tva-dimensionell s.v., om

Fx,y(x,y) = Z Z px,y (, k)dudv

0<j<[x] 0<k<[y]

dar

j=0

3% por =1, pyljh) >0
pa
)

Funktionen px v (i, k) kallas den simultana sannolikhetsfunktionen for

(X, Y).
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Simultan tathet

(X,Y) ar en kontinuerlig tva-dimensionell s.v., om

X ry
Fx,y(x,y) = / / fx v (u, v)dudv

/ / fx y(x,y)dxdy =1, fxy(x,y)>0.

Funktionen fx y(x,y) kallas den simultana tathetsfunktionen for (X, Y).
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Marginalfordelningar fort kontinuerliga s.v.er

Lat (X,Y) vara en kontinuerlig tva-dimensionell s.v.. Den marginella
fordelningsfunktionen for Y ar

y o0
Fy(y) = Fx,y(c0,y) = / / fx v (x, v)dxdv

och

Frly) = di’yFym - / Z v (%, y) dx

ar den marginella tathetsfunktionen for Y. Analogt ar

) = SR = [ forlon)dy

den marginella tathetsfunktionen for X.
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Oberoende stokastiska variabler

Definition

X och Y ar oberoende stokastiska variabler om

fX,Y(X/y)(X/y) = fX(X)fY(y)
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Normalfordelade stokastiska variabler

X € N(0,1), Y € N(0,1)

1
q)X(X) — \/ﬁ e—X2/2
1 _
py(y) = \/ﬁe v:/2
1
Px(x) - @y(y) = o~ e (P22
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Produkten @x(x) - @y (y)

axpl—((xZ+y 122 1

Y
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X € Exp(2), Y € Exp(2), oberoende

2eRp-2 K)2 expl-2y )
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Storsta och minsta vardet: fordelning

Lat Xy, Xy, ..., X, vara oberoende s.v. med resp. fordelningsfunktioner

FX1 (Xl), ey FX,,(Xn)-
Satt
Y = max(Xy, Xo, ..., Xn)

Z = min(Xl,Xg,...,X,,).
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Storsta och minsta vardet: fordelning

Vi har

Fy(y)=P(Y <y)=P(@lla Xi <y) = Fx,(y) - Fx,(y)

och
Fz(z) = P(min(Xy, Xa,..., Xp) < z)

= ]_— P(min(X]_/XZ/"'/Xn) > Z) — 1_P(a”a XI > Z)

=1-PX1>2z)---PXp>2z)=1—(1—-Fx,(2))--- (1 —Fx,(2)).
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Storsta och minsta vardet: exempel

Fz(z) = P(min(X1, Xa,..., Xn) <z)=1—(1—Fx,(2))--- (1= Fx,(2)).

Antag att Xj € Exp(A), Xo € Exp(A), ..., X, € Exp(A), dvs. alla ar
exponentialfordelade och har fordelningsfunktionen

l—e ™ forx>0,
Fy (x) = =
x(x) {o for x < 0.

D3 ar
1— (1= Fx(2) (1= Fx,(2) =1—e ™

och vi har att Z € Exp(nA).
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Summans fordelning

Lat X och Y vara tvad oberoende kontinuerliga stokastiska variabler med

tatheter fx(x) och fy(y).
Satt Z = X+ Y. D3 galler

Fz(2) = P(X+Y <2) = P((X,Y) e {(x,y); x +y < z})

- / £ (x)fy () dx dy
x+y<z

(fixera x och integrera Sver y)

= [t ([T war) o

(oo

= / fx (x)Fy(z — x) dx.

—00
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Summans fordelning

Z ar ocksa en kontinuerlig stokastisk variabel. Derivation map. z ger
f2(2) = Fyle) = [ iGof(z = x) o

—00

Denna operation kallas faltning.
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Funktioner av stokastiska variabler

Om X, Y, Z... ar stokastiska variabler och h(x, y, z) en funktion, sa ar
h(X,Y,2)

en stokastisk variabel.
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Berakningar

_.__l.__.

q._n.__

Lﬂ_uuuua lal!m._lull.&_l. -

_Ilul.ﬂu =L rl: dl_.l___n

Babbages2 dlfferensmaskin

2Charles Babbage, 1791 - 1871
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