SF1901: Sannolikhetslara och statistik
Forelasning 4.
Funktioner av s.v:er, Flera stokastiska variabler.

Marginell sannolikhetsfunktion och -tathetsfunktion.
Oberoende sv:er, Maximum och minimum av oberoende
sv:er, Fordelning for summa av oberoende st.v:er.
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Funktioner av stokastiska variabler

Om X &r en stokastisk variabel. Om g(x) ar en reellvard funktion av x, sa
ar

Y =g (X)
en stokastisk variabel, eftersom den ar en funktion av en stokastisk
variabel.
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Tre oberoende kast av ett haftstift: funktion av en

stokastisk variabel

w , =111
w5 = (110)
w3 = (101)
w,4 = (100

w5 = (011)
@ 5 =(010)

s w 7 = (0o1)
© @ g =(000)
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Tre oberoende kast av ett haftstift: sannolikhetsfunktion

for Y = (X — 2)?

w4 =111
@ o> = (110)
w 3= (101)
w,y = (100

w 5 = (011)
@ & =(010)

@ 7 = (0o1)
w g =(000)

YE(U3) =Y (ws) =0,
(C(J7 = ]., Y (wg) =4,

P(Y=4)=(1-p)>P(Y=1)=p"+3p(1-p)

P(Y =0)=3p*(1-p)
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Fordelningsfunktion och Sl-tathet for Y = g(X)

Uppgift: bestim fordelningsfunktionen Fy(y) for Y. Sedan kan man pa
kant satt bestimma tathetsfunktionen/sannolikhetsfunktionen.
Tillvagagangssattet ar enklast om g(x) antingen ar strangt viaxande for
alla x eller strangt avtagande for alla x. Vi ger tre exempel pd denna

situation.
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Sl-tathet for Y = g(X)

Vi begransar oss dock till fallet da g ar strikt vaxande. Denna begransning
forenklar beviset hogst avsevart.
Lat g~ 1(x) vara inversen till g. D3 giller

Fy(y)=P(Y <y)=P(g(X)<y)=P(X <g y)) = Fx(g ' (y))
vilket ger

_ dFx(g7'(y)) _

fy (y) dy
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Fordelningsfunktion och Sl-tathet for Y = g(X): Linjar

transformation

Vi antar att X ar en kontinuerlig s.v. och satter Y = aX + b.
1. a positivt

Nar a ar positivt blir

FY(y)ZP(YSy):P(aX+b§y):P<X<yab> _FX<yab>.

Fordelningsfunktionen for Y far man alltsd genom att i
fordelningsfunktionen Fx(x) ersitta argumentet x med (y — b)/a.
Tathetsfunktionen for Y erhdlles sedan genom derivering med avseende pa
y:
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Fordelningsfunktion och Sl-tathet for Y = g(X): Linjar

transformation

2. a negativt
Om a ar negativt blir i stallet

Fy(y):P(aX—I—bSy):P(XZy;b) = —P<

Eftersom X ar en kontinuerlig s.v. ar P(X < y%ab) = P(X

o= (xt50) 1o ()

Genom derivering far man slutligen

alltsa blir
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Fordelningsfunktion och Sl-tathet for Y = g(X): Linjar

transformation

De bagge fallen a > 0 och a < 0 kan, vad tathetsfunktionen betraffar,

sammanfattas sa: . b
y —
fy(y) = fo <—a ) .

Om speciellt a = —1, b = 0 far man fordelningen for den s.v. Y = —X:

Fy(y) =1—Fx(—=y) och fy(y) = fx(~y).
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Fordelningsfunktion och Sl-tathet for Y = g(X)

Anta att X har en likformig fordelning i intervallet (0,1). D3 ar

om x <0
Fx(x) =< x om0<x<1
1 om x > 1.
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Fordelningsfunktion och Sl-tathet for Y = —(1/A)In X

Fordelningsfunktionen for den s.v. Y = —(1/A)In X, diar A > 0, blir

Fy(y)=P(—(1/A)InX <y)=P(InX > —Ay) = P(X > eV)
—1-P(X<e™) =1-P(X<e™)=

0 omy <0
1—e N omy > 0.

Alltsa giller att Y € Exp(A)

Gunnar Englund, Jan Grandell & Timo Koski Matematisk statistik 28.01.2016 11 /39



Fordelningsfunktion och Sl-tathet for Y = g(X)

Resultatet ar av stort intresse vid simulering. Ur ett likformigt fordelat
slumptal X p3 (0,1) kan man generera ett exponentialfordelat slumptal Y
genom att lata Y = —(1/A)In X.
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Fordelningsfunktion och Sl-tathet for Y = VX

Satt Y = +/ X dar X ar en kontinuerlig s.v. som endast antar positiva
varden. Vi far

0 y <0
P(WX<y)=P(X<y?)=Fx(y?) y>o0

Fy(y)=P(Y <y) = {
Derivering med avseende pd y ger tathetsfunktionen for Y:

f()— 0 omy <0
YW= 2yfx (y?) omy > 0.
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Fordelningsfunktion och Sl-tathet for Y = X2

Satt Y = X2 dir X antas vara kontinuerlig. For y <0 ar Fy(y) = 0. For
y > 0 fas

Fy(y) =P(Y <y)=P(X*<y) =P(=\y <X <)
— P(X < ¥) - P(X < —y).

Eftersom X ar kontinuerlig ar P(X < —\/)7) = P(X < —\/)7) och alltsa
blir

Fr(y) =P(Y <y) = P(X < =V¥) = Fx(Vy) = Fx(=V¥)
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Fordelningsfunktion och Sl-tathet for Y = X2

Derivering med avseende pa y ger:

{%%[fx(\/)_/) +fx(=vy)] omy>0
0

f =
Y(y) omy < 0.
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Fordelningsfunktion och Sl-tathet for Y = X2

Antag speciellt att X ar likformigt fordelad i intervallet (—1,1), sa att

1

5 om —1<x<1
fx(x) =< 2
X() {O annars.

Man far genom insittning i uttrycket for fy (y):

om0<y<1

annars.
()
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Y € Exp(A). xm > 0. X = xpe”. We bestimmer tithetsfunktionen for
X. Eftersom Y > 0, s3 e¥ > 1, det foljer att X = xpe” > xp. Saledes

P(X <x) =0, om x < xp,
Tag x > xpm.

A
d.v.s.
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Paretofordelning

Y € Exp(A). xm > 0. X = xpe”.

0 X < Xm

Tathetsfunktionen tas fram med derivering

AxA
m o > oy ,
fX(X) = {SA“ ) ; Xm
m-

Vi sager att X ar paretofordelad med parametrarna x,, och A. Sl-tatheten
fx (x) kallas paretotathet (potenslag).
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Paretotathet: x,, =4 A =2
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Paretofordelning Nordisk familjebok / Uggleupplagan. 21,

1915

Pareto [-td], Y i | f r e d o, italiensk-schweizisk nationalekonom, f. 1848 i
Paris, tillbragte sin ungdom dels i Italien, dels i Frankrike, utbildades till
(jarnvags)ingenjor, men ofvergick smaningom till nationalekonomien och
kallades till larare i detta amne vid Lausannes universitet.

P. har tilldragit sig mycken uppmarksamhet genom sin med matematiska
formler demonstrerade och af rikhaltiga statistiska uppgifter belysta teori
om inkomstfordelningen mellan de olika samhallsmedlemmarna i skilda
lander,
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Paretoprincipen

Paretoprincipen ar en empirisk regel enligt vilken 20 procent av orsakerna
ofta star for 80 procent av verkan; den kallas ibland dven 80/20-regeln.
Vilfredo Pareto visade att 20 procent av den italienska befolkningen
innehade 80 procent av egendomen och denna observation har av andra

senare generaliserats.

28.01.2016 21 /39

Gunnar Englund, Jan Grandell & Timo Koski Matematisk statistik



Flerdimensionella stokastiska variabler

Ofta mater vi i samma slumpforsok flera storheter, och da beskrivs
resultatet av en n-dimensionell stokastisk variabel (Xl, Xo, ... ,X,,).

Slumpforsoket ar att vi valjer en person slumpmassigt har i rummet, och
satter

X = personens vikt;

Y = personens langd.

Vi nojer oss med att ge detaljer i det tva-dimensionella fallet. Lat (X,Y)
vara en tva-dimensionell s.v.

Fxy(x,y) = P(X < x, Y <y) kallas (den simultana)
fordelningsfunktionen for (X, Y).

Fx(x) =P(X <x)=P(X<x, Y <o0)=Fx y(x,o) kallas den
marginella fordelningsfunktionen for X.

Fy(y) = Fx y(co, y) kallas den marginella férdelningsfunktionen for
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Flerdimensionella stokastiska variabler

Definition

X och Y ar oberoende stokastiska variabler om

Fx,v(x,y) = Fx(x)Fy(y)

obs! Detta bor gilla for ALLA (x,y) .
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Flerdimensionella stokastiska variabler

Definition
(X1, X2, ..., X,) ar oberoende stokastiska variabler om

Fxi..x,(x1,....xn) = P(X1 < x1,..., Xp < xp)

= Fx;(x1) - Fx,(xn)-

Omvant galler att om Xj, Xp, ..., X, ar oberoende s.v. s fas den
simultana fordelningen enl. definitionen ovan.
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Simultan sannolikhetsfunktion

(X,Y) ar en diskret tva-dimensionell s.v., om

Fxy(x.y)= Y, Y. pxvy(. k)dudv
0<j<[x] 0<k<]y]

dar

Y pxv(. k) =1, pxy(.k) >0.
0 k=

Mx

0
i k) kallas den simultana sannolikhetsfunktionen for

/\K

Funktionen px y
(X,Y).
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Simultan tathet

(X,Y) ar en kontinuerlig tva-dimensionell s.v., om
X ry
Fx,y(x.y) :/ / fx.y(u, v)dudv

dar
/ / fxy(x,y)dxdy =1, fxy(x,y)>0.

Funktionen fx y(x, y) kallas den simultana tathetsfunktionen for (X, Y).
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Marginalfordelningar fort kontinuerliga s.v.er

Lat (X,Y) vara en kontinuerlig tva-dimensionell s.v.. Den marginella
fordelningsfunktionen for Y ar

Fy(y) = Fx,y(c,y) = /j;o /jo fx.y(x, v)dxdv

och
A = P = [ fory)dx

—00

ar den marginella tathetsfunktionen for Y. Analogt ar

() = 5o Fxlx) = [ fov(xy)dy

den marginella tathetsfunktionen for X.
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Oberoende stokastiska variabler

Definition

X och Y ar oberoende stokastiska variabler om

fx,y (x.y) = tx(xX)fy (y)
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Normalfordelade stokastiska variabler

X e N(0,1), Y € N,1)

1
px(x) = =&V
1
py(y) = N v
px(x) - gyly) = 5 e (T2

27
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Produkten @x(x) - ¢y (y)

exp(-(C+yA)2)2 T

1

i
iﬁif@%‘é\s‘\
}/n’l %’0“‘0“\\\‘“\:

5 5
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X € Exp(2), Y € Exp(2), oberoende

2expl -2 K22 expl -2y )

W
i
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Storsta vardet av tva

Satt Z = max(X, Y). Eftersom Z < z om och endast om bade X < z
och Y < z erhalls

Fz(z)=P(Z<z)=P(X<zochY<2)
=P(X <2z)P(Y <z) = Fx(z2)Fy(2). (3)
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Minsta vardet av tva

Satt Z = min(X, Y). Eftersom Z > z om och endast om bidde X > z och
Y > z f&r man

Fz(z)=P(Z<z)=1—-P(Z>z)=1—P(X>zochY > z)
=1—-P(X >2)P(Y > 2).

Men P(X > z) =1— P(X <z)=1— Fx(z) och analogt for Y. Alltsi
far man till sist

Fz(z) =1—[1-Fx(2)][1 = Fy(2)]. (4)
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Storsta och minsta vardet: fordelning

Lat X1, Xa, ..., X, vara oberoende s.v. med resp. fordelningsfunktioner
FX1 (Xl), ey FX,,(Xn)-
Satt

Y = max(Xl,Xg, PN ,Xn)
= min(Xl,Xz, e ,Xn).
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Storsta och minsta vardet: fordelning

Vi har

Fy(y) =P(Y <y)=P(alla X; <y) = Fx,(y) - Fx,(¥)

och
Fz(z) = P(min(Xl,Xg, ,Xn) S Z)

=1—P(min(Xy, Xo,..., Xp) >z)=1—P(alla X; > z)
=1-PX1>2z) - PXyp>2z)=1—(1—Fx,(2)) - (1— Fx,(2)).
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Storsta och minsta vardet: exempel

Fz(z) = P(min(Xy, X, ..., Xn) <z)=1—(1—Fx(2)) - (1—Fx,(z)).

Antag att Xj € Exp(A), Xa € Exp(A), ..., X, € Exp(A), dvs. alla ar
exponentialfordelade och har fordelningsfunktionen

l—e ™™ frx>0
Fx(x) = -7
x(x) {0 for x < 0.

D3 ar
1— (1= Fx(2) - (1= Fx,(2) =1—e ™

och vi har att Z € Exp(nA).
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Summans fordelning

Lat X och Y vara tva oberoende kontinuerliga stokastiska variabler med
tatheter fx(x) och fy(y).
Satt Z = X + Y. Da galler

Fz(z) = P(X+Y <2) = P((X,Y) e {(x.y); x+y < 2}

= fx(X)ﬁy(y)Cb<dy

x+y<z

(fixera x och integrera Sver y)

= [ s ([ w ) on

- /j:o fx(x)Fy(z — x) dx.
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Summans fordelning

Z ar ocksa en kontinuerlig stokastisk variabel. Derivation map. z ger

fz(z) = Fy(z) = /oo fx (x)fy (z — x) dx.

—0o0

Denna operation kallas faltning.
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Funktioner av stokastiska variabler

Om X, Y, Z... ar stokastiska variabler och h(x,y,z) en funktion, sa ar
h(X,Y,2)

en stokastisk variabel.
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