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Vantevardet av g(X, Y)

Lat (X, Y) vara en tvadimensionell s.v. D3 galler

ffooo fjooog(x,y)fxly(x,y)dxdy for (X, Y) kontinuerlig ,

Elg(X,Y)] = {Z?—O Zﬁog(k/f)fX,Y(k/j) for (X,Y) diskret.
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Vantevardet av g(X,Y) =X+ Y

Lat (X, Y) vara en tvidimensionell s.v. D3 galler

EX+Y]=E[X]+E[Y]

Bevis. Lit (X, Y) vara en kontinuerlig tvddimensionell s.v.. Den
foregdende satsen visar med g(x,y) = x + y att

/ / x+y)fx,y(x,y)dxdy =
/ / xf. v (x, y)dxdly + / / Yy (x, y) dxdly
=/ X/ fx,y(x,y)dde+/ y/ fx v (x, y)dxdy

= /oo xfx (x)dx + /oo yfy(y)dy = E[X] + E[Y]

— o0
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Kovarians och korrelationskoefficient

Lat (X, Y) vara en tvadimensionell s.v. dar vi ar intresserade av sambandet
mellan Xs och Y's variation. Det kan vara natuligt att betrakta variablerna

X—}/lX och Y—“l/ly.

Vi skiljer pa fallen d& X och Y "samvarierar” resp. " motverkar varandra”,
dvs. da

ett stort/litet varde pa X gor ett stort/litet varde pa Y troligt

resp.

ett stort/litet varde pa X gor ett litet/stort varde pa Y troligt.
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Kovariansen mellan X och Y

Betraktar vi nu variabeln

(X =) (Y = py),

sa innebar detta att den i forsta fallet, eftersom + - + = + och

— - — =+, att den har en tendens att vara positiv. P& motsvarande satt,
eftersom — -+ = — och + - — = —, har den i andra fallet en tendens att
vara negativ. Det som vi, lite slarvigt, har kallat tendens, kan vi ersatta
med vantevarde. Vi leds da till foljande definition.

Definition

Kovariansen mellan X och Y ar
C(X,Y) = E[(X —ux)(Y — uy)l,

dar uyx = E(X) och py = E(Y).
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Kovariansen mellan X och Y

Kovariansen mellan X och Y ar

C(X,Y)=E[XY]—ux-py,

dir uyx = E(X) och py = E(Y).

Beuvis. :
C(X,Y)=E[(X —ux)(Y —py)] = E[XY = Xpy —uxY + pxpy]
= E[XY] - E[Xpy| — E[ux Y] — pxpy]
= E[XY] = puyE[X] = puxE[Y]—puxpy = E[XY] = pypx — pxpy + pxpy
= E[XY] — pypx
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Korrelationskoefficienten mellan X och Y

Kovariansen kan sagas ha fel sort. Det verkar rimligt att ett matt pa ett s
abstrakt begrepp som samvariation skall vara "sortfritt”. Det vanligaste
mattet ar korrelationskoefficienten.

Definition
Korrelationskoefficienten mellan X och Y ar

3 _CX,Y)
PP Boan(v)

Man kan visa att |p| < 1, dar p = £1 betyder att det finns ett perfekt
linjart samband, dvs. Y = aX + b.

Om X och Y ar oberoende sa ar de okorrelerade, dvs. p(X,Y) = 0.

Omvandningen giller ej, dvs. okorrelerade variabler kan vara beroende.
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Den simultana sannolikhetsfunktionen for stokastiska variablerna X och Y
med PX,Y (_], k)

X/Y 0 1 2 3
0 02 0 O 0
1 0 01 01 O
2 0 01 01 O
3 0 0 0 04

@ Marginalfordelning for X:
px (0) =0240+0+0=0.2,

(1)=0+01+01+0=0.2
(2)=0+4+0.1+01+0=0.2,
px (3) =0+0+0+0.4 =04

Px
Px
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Exempel (forts.)

@ Pa samma satt fs marginalfordelning for Y:
py (0) =0.2,py (1) = 0.2

Py (2) = 0.2, Py (3) = 0.4.
@ X och Y ar INTE oberoende, ty, t.ex.,

px (0) - py (0) = 0.2-0.2 = 0.04 £ 0.2 = px y (0,0)
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Exempel (forts.): BETINGADE FORDELNINGAR

def X,y U, k)

Px|y—=k (J) Py (K) ,J=01,23
Pyix—; (k) & ’”";Xig’)k),k =0,1,2,3
| detta exempel
prix=s (0) = 2228 — % o
Py|x=2 (1) = pxl’;gal) = 8'—; = %
Pyix=2(2) = pxl;;%m = 8'—; = %
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Exempel (forts.): BETINGADE FORDELNINGAR

och
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Exempel (forts.):LTS & BETINGADE FORDELNINGAR

Utifrdn definitionerna foljer vidare att vi har

3 3
px(k) =Y py()px|v=i(k) = Y px,v(k,J)-
20 20

3 3
py() = Y px(K)pyix=k() = Y px,v (k. J).
k=0 k=0
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Exempel (forts.):

E(X)=0-0241-0242-0243-04=18.

samt
E(Y)=18.

V(X) = E (X2) — E(X)* = 46— 182 = 136 = V().
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Exempel (forts.): Kovarians och korrelation

E(X-Y)=0-0-02+1-1-0.1
+1-2-0142-1-014+2-2-01+3-3-04=45
@ Kovariansen
CX,Y)=EX-Y)—E(X)E(Y)=45-18-18=1.26

@ Korrelationskoefficienten

o CXxyY) 126
pIX.Y) = VVX)/V(Y)  V1.36v1.36
126
= T35 = 0.92.

Vad sager detta ?
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Mer om vantevarden

Lat (X, Y) vara en tvadimensionell s.v. D3 galler

(1) E(aX +bY) = aE(X)+ bE(Y),
(2) V(aX+bY) = a2V (X)+ b2V (Y) +2abC(X,Y).

Bevis. (1) har visats ovan.

Jan Grandell & Timo Koski () Matematisk statistik 15.09.2008 15 / 43



Mer om vantevarden: Bevis av (2)

(2) fas av foljande
V(aX +bY) = E[(aX + bY — apx — buy)?] = E[(aX — apix + bY — buy)?]

= E[a*(X — px)® + b°(Y — py)® +2ab(X — px)(Y — py)]
= a’V(X) + b2V(Y) +2abC(X, Y).
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Mer om vantevarden

Lat X och Y vara tva oberoende (okorrelerade racker) s.v. D3 galler

E(X+Y)=EX)+E(Y) V(X+Y)=V(X)+ V()
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Mer om vantevarden

Detta gar att utvidga till godtyckligt manga variabler:

Sats
Lat Xi,..., X, vara oberoende (okorrelerade racker) s.v. och sitt

Y=caXi+...+cX,

D3 galler
E(Y)=aE(Xy)+...+cE(X,)

och

V(Y) =tV (X)) +...4+ V(X
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Arimetiskt medelvarde

Lat X1, X, ..., X, vara oberoende och likafordelade s.v. med vantevarde u
och standardavvikelse . Da galler att

o2 o

E(X)=n, V()_():7 och D()_():%.

Uttrycket " X1, Xo, ..., X, ar likafordelade” betyder att de stokastiska
variablernas fordelningar, dvs. att de stokastiska variablernas statistiska
egenskaper, ar identiska. Utfallen av variablerna varierar dock.
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Tjebysjovs olikhet

(Tjebysjovs olikhet)
For varje e > 0 galler

V(X)
e

P(IX —ul>¢) <

(Ersatter vi € med ko fas formuleringen i Blom m.fl.)
Bevis. Detta dr den enda riktigt djupa satsen i kursen som vi kan bevisa.
Vi nojer oss med det kontinuerliga fallet. Vi har

VO = [ dez [ (o w2t o

—co |x—p[>e

282/ fx (x) dx = 2P (| X — u| > ¢).
[x—u|>e
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Stora talens lag

X=1iyr . X

Stora talens lag For varje e > 0 galler

P(|X—pu| >¢e) -0 din— oo.

Bevis. Enl. Tjebysjovs olikhet galler

da n — oo.
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Normalfordelning

Vi gor en mer detaljerad studie av X € N(u,0) med

L o ep?r2o

e
oV 21T

dar p godtycklig konstant och o > 0. | figuren for fx(x) har vi
pu=10=1

fx(x) =

04 T T T =
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Normalfordelning (aven kand som Gaussfordelning efter
C.F. Gauss, 1777-1855)
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Standardiserad normalfordelning, N(0,1)

Definition
En s.v. Z sages vara standardiserad normalférdelad om den ar
N(0, 1)-férdelad, dvs. om den har tithetsfunktionen

¢(z) = Ee

Dess fordelningsfunktion betecknas med ®(z), dvs.
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Standardiserad normalfordelning, N (0O, 1)
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Ett problem ar att fordelningsfunktionen inte kan ges pa en analytisk form.
Det ar dock latt att numeriskt berakna fordelningsfunktionen och vi
anvander programvara for berdkning av ®(x). (T.ex. normcdf.m i
MATLAB Statistics Toolbox.) | vara tentor anvander vi dock en tabell
over ®(x), som aterfinns i kursens formelsamling.
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Tabellen for ®(x) ur kursens formelsamling

TFubell 1. Standard normalfordelniog.
dim) = 17X <), dir X € N0, 1)
Fir negativa o, ulnyl Lia att d(--x1 =1 - ©{x)

07 08 k]
5270 819 5354
5675 514 5753
B0 LBL03 6141
H443 BAS0 6517
BEOE  .BR44 ARTY

i 00 01 .02 .03 04 05
0.0 | A 5040 DOBEE 6120 G160 5109
0.1 5308 BA3R BATR BELT 5357 S50
.2 | 5793 BET] Rt
| GLTH . 6255 6293
0.4 iELE 6581 BE2R i

0.5 6950 a4 TORE AT Ak
0.6 720 . .T3RG 42 7436 THIT
o7 Fisal Nk 704 sty FTa4d JTR2Z
0.8 THL TU3G TOUG 023 BOTH B0
4.9 BLRG 8212 8264 H2RG ERE T 365

1.0y Hdld 8138 B4l HABD JB508 B6AL B564 BETT SGERG EhaL
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Vi observerar att ¢(—z) = ¢(z). ®(z) ar tabulerad i kursens
formelsamling endast for z > 0. Vi har dock

a(-2) = [ gt o / ol
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Om Z ar N(0,1)-fordelad, s& kan man visa att

E(Z)=0 (ty ¢(—2) = 9(2))
V(Z)=1.
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Nar vi kommer till statistikdelen av kursen behover vi ofta l6sa ekvationer
av foljande slag:
Bestam z s& att vi for givet « har
o P(Z<z)=1—u;
o P(Z>z)=1—u;
@ P(—z<Z<z)=1—u.
For att l6sa sddana ekvationer infor vi a-kvantilen A, definierad av

P(Z > Ay) = a eller
a=1—>(A,).
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Kvantiler (forts.)

a=1—>(A,).
Det ar da bra att observera att
l—a=1—-D(A1_y)
=
N = q)()\l—a)
=
a=1-— (D(—)\l,,x),

vilket ger
AM_g = —Ay.
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Kursens formelsamling: kvantiler

Tab 2. Normalftrdelningens kvantiler
P(X »h)=wdir X ¢ N0}
o Aa n A

010 1.2818 0001 3.0002

0.05  1.6449 (00005 3.29)5

(0.025  1.9600 0.0001 37100

0.010 23263 0.00005  3.8906

0005 25758 0.00001  4.2649
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Allman normalfordelning

Definition

En s.v. X sages vara N(u,o)-férdelad, dar y reell och o > 0, om

X—p

Z = ar N(0, 1)-férdelad.

Jan Grandell & Timo Koski () Matematisk statistik 15.09.2008 33 /43



Allman normalfordelning

Lat X vara N(u,o)-fordelad. D3 galler

1 — 1
f(x) = ;¢<X 7 y) i
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Allman normalfordelning

Bevis. Vi har
FX(X):P(X<X):P<X;V gX;”>
Hfe= ) o(5)
o o
Derivation ger fx(x) = }T (%) O
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En viktig regel

Beviset ovan innehdller en viktig rakneregel. Om X ar N(u,o)-fordelad, sa
galler det att

Man kan m.a.o. anvanda tabellen for ®(x) dven for att berdkna Fx(x) for
X € N(u,0).
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Allman normalfordelning

Om X ar N(u, o)-fordelad sa galler

E(XX)=u och V(X)=7c°

Bevis. Vi ska nu se hur listig definitionen ar!
X=0Z+u

EX)=0cE(Z)+u=0+pu=uyu
V(X)=0?V(Z)+0=c>
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Tathetsfunktionerna for N(0,1) och N(1,1) och N(0,1)

och N(0,2) (frén vanster till hoger)

38 /43
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Allman normalfordelning

Lat X vara N(p,o)-férdelad och satt Y = aX + b. Da galler det att

Y ar N(ap + b, |a|o)-férdelad.

Bevis. Fran definitionen foljer att X = p + 0 Z dar Z ar N(0O, 1)-fordelad.
Detta ger

Y=aX+b=a(uy+oZ)+b=au+b+acZ

Y — (au+b)

Elog
Om a > 0 foljer satsen. Om a < 0 utnyttjar vi att Z och —Z har samma
fordelning.

=Z.
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SLUTLIGEN :

Hur vet vi att ¢(z) = \/% e~7/2 4r en sannolikhetstithet ? Dvs. varfor

/0; p(z)dz = 1.

Svaret ges t.ex. i Eike Petermann: Analytiska metoder Il, Studentlitteratur
2002, sid. 235, Ex. 9.14, Anmarkning 9.6 eller bilagan nedan

galler det att
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Bilaga (ur Eike Petermann: Analytiska metoder I) :

/_O; ¢(z)dz = 1.

Exempel 9.14:
= , 0=r _ _ !
j{ sty = ISR 5 o cet($2)er | l
K IR | e L n - .
= '[ e rdrdv = ﬁ[ [Je"zrdr:ldv =Je"2rdr- ﬁ[dv =

0=
Ogveln

L e b :
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Armérkning 9.6:
Anvinder man sats 9,11 utan féregiende substimtion pd integralen i exemplet
ovan, si fir man:

j:[ e+ Ddxdy = _[ [ J‘efoJ’zdx] dy = je-ﬂ'dx - je—yzdy =
R? T - -

G |

Eftersom dubbelintegralens virde beriiknades till 7, fir man det anmirkningsvirda -
resultatety

_I'E-"de =47

Trots att 5% saknar elementdr primitiv funkton2® si kan alltsi den speciella in-

tegralen je*xzdx beriknes exakt!
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' ‘Sambandet i av intresse bland annat f5r nonnalﬁ)'rqelnmgen i sanmolikhetsliran
(jimfor exetnpel 9.12): Konstanten £ i frekvensfunktionen

f(x] =k. e—xﬁﬂdz

miéste viljas 51 ait Ik efeliy =1

Efter variabelsubstirtionen x = oV2¢ fir man

o

%=o\’§fe—f2dr = o7

V3 ﬂx e } ~x<{2 . - L]
d - X2 0‘2
’ R ) — I
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