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Väntevärdet av g (X , Y )

Sats

L̊at (X , Y ) vara en tv̊adimensionell s.v. D̊a gäller

E [g(X , Y )] =

{

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
g(x , y )fX ,Y (x , y )dxdy för (X , Y ) kontinuerlig ,

∑
∞
k=0 ∑

∞
j=0 g(k , j)fX ,Y (k , j) för (X , Y ) diskret.
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Väntevärdet av g (X , Y ) = X + Y

Sats

L̊at (X , Y ) vara en tv̊adimensionell s.v. D̊a gäller

E [X + Y ] = E [X ] + E [Y ]

Bevis. L̊at (X , Y ) vara en kontinuerlig tv̊adimensionell s.v.. Den
föreg̊aende satsen visar med g(x , y ) = x + y att

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

(x + y )fX ,Y (x , y )dxdy =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

xfX ,Y (x , y )dxdy +

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

yfX ,Y (x , y )dxdy

=

∫ ∞

−∞

x

∫ ∞

−∞

fX ,Y (x , y )dydx +

∫ ∞

−∞

y

∫ ∞

−∞

fX ,Y (x , y )dxdy

=

∫ ∞

−∞

xfX (x)dx +

∫ ∞

−∞

yfY (y )dy = E [X ] + E [Y ]
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Kovarians och korrelationskoefficient

L̊at (X , Y ) vara en tv̊adimensionell s.v. där vi är intresserade av sambandet
mellan X s och Y s variation. Det kan vara natuligt att betrakta variablerna

X − µX och Y − µY .

Vi skiljer p̊a fallen d̊a X och Y ”samvarierar” resp. ”motverkar varandra”,
dvs. d̊a
ett stort/litet värde p̊a X gör ett stort/litet värde p̊a Y troligt
resp.
ett stort/litet värde p̊a X gör ett litet/stort värde p̊a Y troligt.
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Kovariansen mellan X och Y

Betraktar vi nu variabeln

(X − µX )(Y − µY ),

s̊a innebär detta att den i första fallet, eftersom + · + = + och
− · − = +, att den har en tendens att vara positiv. På motsvarande sätt,
eftersom − · + = − och + · − = −, har den i andra fallet en tendens att
vara negativ. Det som vi, lite slarvigt, har kallat tendens, kan vi ersätta
med väntevärde. Vi leds d̊a till följande definition.

Definition

Kovariansen mellan X och Y är

C (X , Y ) = E [(X − µX )(Y − µY )],

där µX = E (X ) och µY = E (Y ).
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Kovariansen mellan X och Y

Sats

Kovariansen mellan X och Y är

C (X , Y ) = E [XY ] − µX · µY ,

där µX = E (X ) och µY = E (Y ).

Bevis. :

C (X , Y ) = E [(X − µX )(Y − µY )] = E [XY − X µY − µX Y + µX µY ]

= E [XY ] − E [X µY ] − E [µX Y ] − µX µY ]

= E [XY ]−µY E [X ]−µX E [Y ]−µX µY = E [XY ]−µY µX −µX µY + µX µY

= E [XY ] − µY µX
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Korrelationskoefficienten mellan X och Y

Kovariansen kan sägas ha fel sort. Det verkar rimligt att ett mått p̊a ett s̊a
abstrakt begrepp som samvariation skall vara ”sortfritt”. Det vanligaste
måttet är korrelationskoefficienten.

Definition

Korrelationskoefficienten mellan X och Y är

ρ = ρ(X , Y ) =
C (X , Y )

D(X )D(Y )
.

Man kan visa att |ρ| ≤ 1, där ρ = ±1 betyder att det finns ett perfekt
linjärt samband, dvs. Y = aX + b.

Sats

Om X och Y är oberoende s̊a är de okorrelerade, dvs. ρ(X , Y ) = 0.

Omvändningen gäller ej, dvs. okorrelerade variabler kan vara beroende.
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Exempel

Den simultana sannolikhetsfunktionen för stokastiska variablerna X och Y
med pX ,Y (j , k)

X /Y 0 1 2 3
0 0.2 0 0 0
1 0 0.1 0.1 0
2 0 0.1 0.1 0
3 0 0 0 0.4

Marginalfördelning för X :

pX (0) = 0.2 + 0 + 0 + 0 = 0.2,

pX (1) = 0 + 0.1 + 0.1 + 0 = 0.2

pX (2) = 0 + 0.1 + 0.1 + 0 = 0.2,

pX (3) = 0 + 0 + 0 + 0.4 = 0.4
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Exempel (forts.)

På samma sätt f̊as marginalfördelning för Y :

pY (0) = 0.2, pY (1) = 0.2

pY (2) = 0.2, pY (3) = 0.4.

X och Y är INTE oberoende, ty, t.ex.,

pX (0) · pY (0) = 0.2 · 0.2 = 0.04 6= 0.2 = pX ,Y (0, 0)
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Exempel (forts.): BETINGADE FÖRDELNINGAR

pX |Y =k (j)
def
=

pX ,Y (j , k)

pY (k)
, j = 0, 1, 2, 3

pY |X=j (k)
def
=

pX ,Y (j , k)

pX (j)
, k = 0, 1, 2, 3

I detta exempel

pY |X=2 (0) =
pX ,Y (2, 0)

pX (2)
=

0

0.2
= 0

pY |X=2 (1) =
pX ,Y (2, 1)

pX (2)
=

0.1

0.2
=

1

2

pY |X=2 (2) =
pX ,Y (2, 2)

pX (2)
=

0.1

0.2
=

1

2

pY |X=2 (3) =
pX ,Y (2, 3)

pX (2)
=

0

0.2
= 0
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Exempel (forts.): BETINGADE FÖRDELNINGAR

och

pX |Y =0 (0) =
pX ,Y (0, 0)

pY (0)
=

0.2

0.2
= 1

pX |Y =0 (1) = pX |Y =0 (2) = pX |Y =0 (3) = 0
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Exempel (forts.):LTS & BETINGADE FÖRDELNINGAR

Utifr̊an definitionerna följer vidare att vi har

pX (k) =
3

∑
j=0

pY (j)pX |Y =j (k) =
3

∑
j=0

pX ,Y (k , j).

pY (j) =
3

∑
k=0

pX (k)pY |X=k(j) =
3

∑
k=0

pX ,Y (k , j).
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Exempel (forts.):

E (X ) = 0 · 0.2 + 1 · 0.2 + 2 · 0.2 + 3 · 0.4 = 1.8.

samt
E (Y ) = 1.8.

E
(

X 2
)

= 02 · 0.2 + 12 · 0.2 + 22 · 0.2 + 32 · 0.4 = 4.6.

V (X ) = E
(

X 2
)

− E (X )2 = 4.6− 1.82 = 1.36 = V (Y ).
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Exempel (forts.): Kovarians och korrelation

E (X · Y ) = 0 · 0 · 0.2 + 1 · 1 · 0.1

+1 · 2 · 0.1 + 2 · 1 · 0.1 + 2 · 2 · 0.1 + 3 · 3 · 0.4 = 4.5

Kovariansen

C(X , Y ) = E (X · Y ) − E (X ) E (Y ) = 4.5− 1.8 · 1.8 = 1.26

Korrelationskoefficienten

ρ(X , Y ) =
C(X , Y )

√

V (X )
√

V (Y )
=

1.26√
1.36

√
1.36

=
1.26

1.36
= 0.926.

Vad säger detta ?
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Mer om väntevärden

Sats

L̊at (X , Y ) vara en tv̊adimensionell s.v. D̊a gäller

(1) E (aX + bY ) = aE (X ) + bE (Y );

(2) V (aX + bY ) = a2V (X ) + b2V (Y ) + 2abC (X , Y ).

Bevis. (1) har visats ovan.

Jan Grandell & Timo Koski () Matematisk statistik 15.09.2008 15 / 43



Mer om väntevärden: Bevis av (2)

(2) f̊as av följande

V (aX + bY ) = E [(aX + bY − aµX − bµY )2] = E [(aX − aµX + bY − bµY )2]

= E [a2(X − µX )2 + b2(Y − µY )2 + 2ab(X − µX )(Y − µY )]

= a2V (X ) + b2V (Y ) + 2abC (X , Y ).
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Mer om väntevärden

Följdsats

L̊at X och Y vara tv̊a oberoende (okorrelerade räcker) s.v. D̊a gäller

E (X + Y ) = E (X ) + E (Y ) V (X + Y ) = V (X ) + V (Y )

E (X − Y ) = E (X ) − E (Y ) V (X − Y ) = V (X ) + V (Y ).
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Mer om väntevärden

Detta g̊ar att utvidga till godtyckligt många variabler:

Sats

L̊at X1, . . . , Xn vara oberoende (okorrelerade räcker) s.v. och sätt

Y = c1X1 + . . . + cnXn.

D̊a gäller
E (Y ) = c1E (X1) + . . . + cnE (Xn)

och
V (Y ) = c2

1V (X1) + . . . + c2
nV (Xn)

Jan Grandell & Timo Koski () Matematisk statistik 15.09.2008 18 / 43



Arimetiskt medelvärde

X =
1

n

n

∑
i=1

Xi

Sats

L̊at X1, X2, . . . , Xn vara oberoende och likafördelade s.v. med väntevärde µ

och standardavvikelse σ. D̊a gäller att

E (X) = µ, V (X) =
σ2

n
och D(X) =

σ√
n

.

Uttrycket ”X1, X2, . . . , Xn är likafördelade” betyder att de stokastiska
variablernas fördelningar, dvs. att de stokastiska variablernas statistiska
egenskaper, är identiska. Utfallen av variablerna varierar dock.
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Tjebysjovs olikhet

Sats

(Tjebysjovs olikhet)
För varje ε > 0 gäller

P(|X − µ| > ε) ≤ V (X )

ε2
.

(Ersätter vi ε med kσ f̊as formuleringen i Blom m.fl.)
Bevis. Detta är den enda riktigt djupa satsen i kursen som vi kan bevisa.
Vi nöjer oss med det kontinuerliga fallet. Vi har

V (X ) =

∫ ∞

−∞

(x − µ)2fX (x) dx ≥
∫

|x−µ|>ε

(x − µ)2fX (x) dx

≥ ε2
∫

|x−µ|>ε
fX (x) dx = ε2P(|X − µ| > ε).
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Stora talens lag

X = 1
n ∑

n
i=1 Xi

Sats

Stora talens lag För varje ε > 0 gäller

P(|X− µ| > ε) → 0 d̊a n → ∞.

Bevis. Enl. Tjebysjovs olikhet gäller

P(|X− µ| > ε) ≤ V (X)

ε2
=

σ2

nε2
→ 0

d̊a n → ∞.
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Normalfördelning

Vi gör en mer detaljerad studie av X ∈ N(µ, σ) med

fX (x) =
1

σ
√

2π
e−(x−µ)2/2σ2

där µ godtycklig konstant och σ > 0. I figuren för fX (x) har vi
µ = 1, σ = 1
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Normalfördelning (även känd som Gaussfördelning efter
C.F. Gauss, 1777-1855)
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Standardiserad normalfördelning, N(0, 1)

Definition

En s.v. Z säges vara standardiserad normalfördelad om den är
N(0, 1)-fördelad, dvs. om den har täthetsfunktionen

ϕ(z) =
1√
2π

e−z2/2.

Dess fördelningsfunktion betecknas med Φ(z), dvs.

Φ(z) =

∫ z

−∞

1√
2π

e−x2/2 dx .
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Standardiserad normalfördelning, N(0, 1)

ϕ(z) =
1√
2π

e−z2/2.
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Φ(z)

Ett problem är att fördelningsfunktionen inte kan ges p̊a en analytisk form.
Det är dock lätt att numeriskt beräkna fördelningsfunktionen och vi
använder programvara för beräkning av Φ(x). (T.ex. normcdf.m i
MATLAB Statistics Toolbox.) I v̊ara tentor använder vi dock en tabell
över Φ(x), som återfinns i kursens formelsamling.
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Tabellen för Φ(x) ur kursens formelsamling
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Φ(−z) = 1− Φ(z).

Vi observerar att ϕ(−z) = ϕ(z). Φ(z) är tabulerad i kursens
formelsamling endast för z ≥ 0. Vi har dock

Φ(−z) =

∫ −z

−∞

ϕ(x) dx = [y = −x ] = −
∫ z

∞

ϕ(−y ) dy

=

∫ ∞

z

ϕ(y ) dy = 1− Φ(z).

Sats

Φ(−z) = 1− Φ(z).

Jan Grandell & Timo Koski () Matematisk statistik 15.09.2008 28 / 43



Z ∈ N(0, 1), E (Z ), V (Z )

Om Z är N(0, 1)-fördelad, s̊a kan man visa att

E (Z ) = 0 (ty ϕ(−z) = ϕ(z))

V (Z ) = 1.
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Kvantiler

När vi kommer till statistikdelen av kursen behöver vi ofta lösa ekvationer
av följande slag:
Bestäm z s̊a att vi för givet α har

P(Z ≤ z) = 1− α;

P(Z > z) = 1− α;

P(−z < Z ≤ z) = 1− α.

För att lösa s̊adana ekvationer inför vi α-kvantilen λα definierad av
P(Z > λα) = α eller

α = 1− Φ(λα).
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Kvantiler (forts.)

α = 1− Φ(λα).

Det är d̊a bra att observera att

1 − α = 1− Φ(λ1−α)

⇔
α = Φ(λ1−α)

⇔
α = 1− Φ(−λ1−α),

vilket ger
λ1−α = −λα.
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Kursens formelsamling: kvantiler
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Allmän normalfördelning

Definition

En s.v. X säges vara N(µ, σ)-fördelad, där µ reell och σ > 0, om

Z =
X − µ

σ
är N(0, 1)-fördelad.
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Allmän normalfördelning

Sats

L̊at X vara N(µ, σ)-fördelad. D̊a gäller

fX (x) =
1

σ
ϕ

(

x − µ

σ

)

=
1

σ
√

2π
e−(x−µ)2/2σ2

och

FX (x) = Φ

(

x − µ

σ

)

.
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Allmän normalfördelning

Bevis. Vi har

FX (x) = P(X ≤ x) = P

(

X − µ

σ
≤ x − µ

σ

)

= P

(

Z ≤ x − µ

σ

)

= Φ

(

x − µ

σ

)

.

Derivation ger fX (x) = 1
σ ϕ

(

x−µ
σ

)

.
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En viktig regel

Beviset ovan inneh̊aller en viktig räkneregel. Om X är N(µ, σ)-fördelad, s̊a
gäller det att

FX (x) = P(X ≤ x) = Φ

(

x − µ

σ

)

.

Man kan m.a.o. använda tabellen för Φ(x) även för att beräkna FX (x) för
X ∈ N(µ, σ).
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Allmän normalfördelning

Sats

Om X är N(µ, σ)-fördelad s̊a gäller

E (X ) = µ och V (X ) = σ2.

Bevis. Vi ska nu se hur listig definitionen är!

X = σZ + µ

E (X ) = σE (Z ) + µ = 0 + µ = µ

V (X ) = σ2V (Z ) + 0 = σ2.
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Täthetsfunktionerna för N(0, 1) och N(1, 1) och N(0, 1)
och N(0, 2) (fr̊an vänster till höger)
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Allmän normalfördelning

Sats

L̊at X vara N(µ, σ)-fördelad och sätt Y = aX + b. D̊a gäller det att

Y är N(aµ + b, |a|σ)-fördelad.

Bevis. Fr̊an definitionen följer att X = µ + σZ där Z är N(0, 1)-fördelad.
Detta ger

Y = aX + b = a(µ + σZ ) + b = aµ + b + aσZ

Y − (aµ + b)

aσ
= Z .

Om a > 0 följer satsen. Om a < 0 utnyttjar vi att Z och −Z har samma
fördelning.
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SLUTLIGEN :

Hur vet vi att ϕ(z) = 1√
2π

e−z2/2 är en sannolikhetstäthet ? Dvs. varför

gäller det att
∫ ∞

−∞

ϕ(z)dz = 1.

Svaret ges t.ex. i Eike Petermann: Analytiska metoder II, Studentlitteratur
2002, sid. 235, Ex. 9.14, Anmärkning 9.6 eller bilagan nedan
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Bilaga (ur Eike Petermann: Analytiska metoder II) :
∫ ∞

−∞

ϕ(z)dz = 1.
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Bilaga :
∫ ∞

−∞

ϕ(z)dz = 1.
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Bilaga :
∫ ∞

−∞

ϕ(z)dz = 1.
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