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Vi ska nu infora begreppet vantevarde for en s.v. Detta ar den teoretiska
motsvarigheten till begreppet medelvarde for en talfoljd.

Antag att vi har en lang talfoljd xq, ..., x,, dar talen ar ganska sma heltal.
Medelvardet definierades av

X =

S|

n
Z X -
k=1
Det kan vara bekvamt att gora omskrivningen
(o]
x=)_i-f,
i=0

dar
f antalet {k; xx =i}

]

n
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Nar vi diskuterade tolkningen av begreppet sannolikhet, s sa vi att

antalet ganger A intraffar

- — P(A) da n vixer.

For diskreta s.v. galler da att f, — px (k) d3 k — oo. Vi leds av detta till
foljande definition:

Definition
Vantevardet y for en s.v. X ar

Yoo kpx (k) i diskreta fallet,
i jooo xfx (x) dx i kontinuerliga fallet.

u=E(X)={
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Vantevarden Vi skall alltid anta att

Y [K|px (k) < 0 och /
k=0

(e ]

|x|fx (x) dx < oo,

Vantevardet ger samma information och samma brist pd information for
den s.v. som medelvardet ger for en talfoljd.
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Vantevarden: tvapunktsfordelning

X sages vara tvapunktsfordelad om X antar endast tva varden a och b.
px(a) = p och px(b) =1—p.

E(X) = Y. kpx(k) = a-p+b-(1— p).
k=0

E(X) ar ett tal mellan a och b eller en konvex kombination av a och b .
Om a=1och b=0, ar X Bernoulli-férdelad, X € Be(p).

p for k=0
px(k)=<1—p fork=1
0 for ovriga varden pa k,

vilket ger

E(X)= Y. kpx(k) =1-p+0-(1—p) =p.
k=0
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L3t oss tanka pa tarningskast igen. Hur mycket skulle ni vara villiga att
betala for foljande spel: Jag kastar en tarning, och ni far lika manga
kronor som det blir 6gon?

Vi har

6

0 for ovriga varden pa k,

1 ..
= for k=1,2,3,4,5,6
px (k) :{

vilket ger med formeln for summan av en aritmetisk serie

6 1 16(6+1) 42

E(X) = kpx (k) = ke =———— 2 = — =35,
()kg)Px()k;l662 B 3.5

28.01.2015 6 /28

Jan Grandell & Timo Koski () Matematisk statistik



Vantevarde for Poissonfordelningen

px(k)—%e” fork=1,2
o k [eS) k [eS) k
oo oo H -
EX)=) k-~e V:Zk-ﬂe V_Z(k_l)'e #
k=0 : k=1 : k=1
[eS) kal °°],ti
= i LAy
”kzzl(k—l)!e ”Eone #
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Vantevarde for exponentialfordelningen

Ae M for x >0,
fx(x) = { B

0 for x < 0.
[} 00 y:)\x
E(X):/ Xfx(X)dxz/ xAe Mdx=| x=y/A
—oo 0 dx = dy/A
1 ~ 1 o 1 ® 1 o 1
=3 Ydy =~ |[—ye” - Vdy=0—=TJeY]" ==
)L/o ye Y dy )\[ye ]0+A/Oe ly =0 A[e Io 3
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Vantevarde for exponentialfordelningen

Funktionsgraferna i bilden ar sl-tatheterna for Exp(1) (i blatt) och Exp(2)
(i gront): vantevardet for Exp(2) = 1/2 < 1 = vintevardet for Exp(1)
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Vantevarde for binomialfordelningen

(:)pk“ —p)"H, fork=0,1,....n.
EX) = 3 kepxll) = L k- ()1

(n—1)! (k=1) (n—1)—(k—1)
= np p 1-p
= ((n—=1) = (k—1))!(k—1)! ( )
Variabelbytet j = k—1, j=0,...,n—1 ger
n—1 n—1 .
W (7)o
j=0

ty ("; Hp/(1 — p)("=Y~J 5r sannolikhetsfunktionen for Bin(n — 1, p).
finns ett enklare resonemang.
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Funktioner av stokastiska variabler

Om X &r en stokastisk variabel. Om g(x) ar en reellvard funktion av x, sa
ar

Y =g (X)
en stokastisk variabel, eftersom den ar en funktion av en stokastisk
variabel.
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Viantevarde for Y = g(X)

Antag att vi kanner ford. for X, och vill berdkna E(Y) dar Y = g(X).
Foljande, skenbart oskyldiga, sats ar ordentligt svar att bevisa i det
kontinuerliga fallet

Véantevirdet for g(X) ar

E(g(X)) = Yo g(k)px (k) i diskreta fallet,
& - [ g(x)fx(x) dx i kontinuerliga fallet.

Jan Grandell & Timo Koski () Matematisk statistik 28.01.2015



Viantevarde for Y = g(X)

Bevis. Blom m.fl. visar satsen i det diskreta fallet, sa vi betraktar det
kontinuerliga fallet. Vi begransar oss dock till fallet dd g ar strikt vaxande.
Denna begransning forenklar beviset hogst avsevart.

Lat g~ 1(x) vara inversen till g. D3 giller

Fy(y)=P(Y <y)=P(g(X)<y)=P(X <g 'y)) = Fx(g ' (y))
vilket ger

_ dFX(g_l(Y)) — F&(gil(y

f = 7 —==
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Vantevarde for Y = g(X)

Av detta fas

> 198 Y)
1
= LK) =g dy
x=g '(y) -
= o=ty | = [ g(0h(x) ox
y =g
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Viantevarde for Y = g(X)

Fran denna sats foljer bl.a. foljande:

E(h(X) +g(X)) = E(h(X)) + E(g(X))

med det viktiga specialfallet

E(aX + b) = aE(X) + b.
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Varians

Vantevardet sager ingen om hur X varierar.
Betrakta foljande:

(X —ul och (X —p)
Vi leds nu till foljande definition.

Definition

Variansen 02 fér en s.v. X ar
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Varians

Foljande rakneregel ar mycket anvandbar:

V(X) = E(X?) — [E(X)]* = E(X?) — p2.

Bevis.
V(X) = E[(X — u)?] = E[X® + p® — 2uX]

= E[X?) 4 u? — 2uE[X] = E(X?) — u2.
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Varians: tvapunktsfordelning

X antar endast tva virden a och b. px(a) = p och px(b) =1 — p, vi har
settatt u = E(X)=a-p+b-(1—p).

E(X?)=a%-p+b* (1—p).
V(X) = E(X?) — p?
—a’-p+b°-(1—p)—a” p>—2abp(1—p) — b>- (1 —p)
och en viss dos aritmetik ger
=...=p(l—p)(a—b).

D.v.s en vixande funktion av avstdndet mellan a och b, vilket i detta fall
kanns som en naturlig egenskap.
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Varians

| exemplet med tarningsspel har vi y = 3.5 = %. Vidare har vi

o 6
1 91
E(X?)= Y Kpx(k)=)_ k26 < — 1516
k=—o00 k=1

Enligt rakneregeln fas

21\? 546 — 441
_> :Lzz_gz_

V(X):€_<6 36
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Varians

V(aX + b) = 2>V (X).

Bevis.
V(aX + b) = E[(aX + b— E(aX + b))?] = E[(aX + b— au — b)?]

— E[(aX — ap)?] = 2E[(X — p)?] = 22V(X).
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Standardavvikelsen

Definition

Standardavvikelsen o for en s.v. X ar

D(aX + b) = |a|D(X).

Allmant galler:
D - ratt sort.
V — lattare att rakna med.
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Standardisering av en st.v. X

X har u = E[X] och 02 = V(X). Satt

def X — pt

Enligt raknereglerna ovan fas

_EX -y EXl—n_,

E[Z] 5 >

V(Z) = VX —p) =
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Exponentialfordelningen.

E(X?) = /oo

1 [ 2
xPhe M dx = —/ y2e Y dy = part. int. = —
0 A Jo

A2
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Poissonfordelningen

k
EX(X-1)=Y k(k—1)-Fe =y k(k—1)- L= e
Pt k! = k!
o k 00 k—2 0 i
_ H -y 2 H —u_ 2V K w2
= e = e = — € = .
k;(k—z)! K k;(k—z)! L ¥

Detta ger u? = E(X(X — 1)) = E(X?) — u, eller E(X?) = u® + y, vilket
ger
V(X) = E(X?) —p? = +p—p = p.
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Markovs olikhet

(Markovs olikhet)
For varje a > 0 och icke-negativ stokastisk variabel Y galler

E(Y)

P(Y >a) < .

Bevis. Vi nojer oss med det kontinuerliga fallet. Vi har

E(Y) :/Oooyfy(y) dy:/anfy(y) dy+/:oyfy(y) dyZ/:oyfy(y) dy

za/aoofy(y)dy:a-P(Yza).
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Tjebysjovs olikhet |

(Tjebysjovs olikhet)
For varje e > 0 galler

V(X)
g

P(IX —ul >¢) <

Bevis. Detta dr den enda riktigt djupa satsen i kursen som vi kan bevisa.
Vi nojer oss med det kontinuerliga fallet. Ett alternativt bevis kan ges
m.h.a. Markovs olikhet: Vi har

V(X) = /°° (x — 1)2fic(x) dx 2/ (x — 1)?Fx () dx

—o0 |x—p|>e

282/ fx (x) dx = eP(|X — u| > ).
|x—p|>e
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Tjebysjovs olikhet Il (k standardavvikelser)

Ersatter vi € med ko fas olikheten i Blom m.fl.:

(Tjebysjovs olikhet) For varje k > 0 galler

1
P(|X —u| > ko) < Pl

'Ingenjorsmassig’ formulering av denna olikhet (i fallet tre
standardavvikelser): sannolikheten att data ligger inom intervallet
[y — 30, 1+ 30] & minst 1 —1/9 = 0.89.
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Tjebysjovs olikhet Il (k standardavvikelser)

.—-j/ | 73 —_—

fi— Ea =

z1- .

e
1
B Fl=d g 0 vEA
0, elsewhere
Elx]=0
varlx] = Blx?]-0= glx?]= [P ® L=t L[5 o1

—= .
-7 2.3 243 3

Az - p| = ko) gk%
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