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Standardiserad normalfordelning, N(0,1)

Definition
En s.v. Z sages vara standardiserad normalférdelad om den ar
N(0, 1)-férdelad, dvs. om den har tithetsfunktionen

1 _22/2

¢(z) = Ee

Dess fordelningsfunktion betecknas med ®(z), dvs.

2 1
@(z):/ Ee-xzﬂdx.
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Standardiserad normalfordelning, N (0O, 1)
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En bilaga i fin stil (kan 6verhoppas)

Hur vet vi att ¢(z) = \/% e=2°/2 5r en sannolikhetstithet ? Dvs. varfor
galler det att

/0; p(z)dz = 1.

Svaret ges t.ex. i Eike Petermann: Analytiska metoder Il, Studentlitteratur
2002, sid. 235, Ex. 9.14, Anmarkning 9.6 eller bilagan nedan
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Bilaga (ur Eike Petermann: Analytiska metoder I) :

/_O; ¢(z)dz = 1.

Exempel 9.14:
= , 0=r _ _ !
j{ sty = ISR 5 o cet($2)er | l
K IR | e L n - .
= '[ e rdrdv = ﬁ[ [Je"zrdr:ldv =Je"2rdr- ﬁ[dv =

0=
Ogveln

L e b :
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Armérkning 9.6:
Anvinder man sats 9,11 utan féregiende substimtion pd integralen i exemplet
ovan, si fir man:

j:[ e+ Ddxdy = _[ [ J‘efoJ’zdx] dy = je-ﬂ'dx - je—yzdy =
R? T - -

G |

Eftersom dubbelintegralens virde beriiknades till 7, fir man det anmirkningsvirda -
resultatety

_I'E-"de =47

Trots att 5% saknar elementdr primitiv funkton2® si kan alltsi den speciella in-

tegralen je*xzdx beriknes exakt!
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Sista sidan i bilagan :

/ ¢p(z)dz =

‘Sumbandet & ay intresse bland annat for normalfordelningen i sanmolikhetslizan
(jimfér exetnpel 9. 12): Konstanten £ i frekvensfunktionen

f) =k - g2t

miste viljas s att [k emotax =1
Efter variabelsubstitutionen x = o2t fir man
% = o2 je-‘zdt =ofIn

d i — 'X‘zfzﬂ . - u
VS8, X &
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Standardiserad normalfordelning, N (0O, 1)

Fordelningsfunktionen betecknas med ®(z), dvs.
_[F Y en
D(z) = /_Oo o e dx.
Av symmetriskal galler klart att

P(0) = %
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Berakning av ®(z): MATLAB

Ett problem ar att fordelningsfunktionen inte kan ges pa en sluten
analytisk form. Det ar dock latt att numeriskt berakna
fordelningsfunktionen och vi anvander programvara for berdkning av ®(x).
| MATLAB Statistics Toolbox berdknas ®(1) av :

>> normcdf(1,0,1)

ans —

0.84134474607
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Berakning av ®(z): TI-82 STATS

Ta fram menyn DISTR med tangentsekvensen 2nd DISTR. G& ned till
normalcdf(. D3 beriknas ®(1) av:

normedf(—1E£99,1,0,1)
.8413447404
Man kan dven skriva (d.v.s. 0 och 1 &r defaultvarden)

normedf(—1£99,1)
.8413447404

LE tas fram med tangentsekvensen 2ND E
Jan Grandell & Timo Koski ()
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Vi slar upp (1) som .8413

area—d{z]

Tubell 1. Standard normalférdelnivg.
Bir) = X < 2 dir X & MO,
Fiir megative o, ulny Lia art ©f—x) = 1 - ${x)
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Vi observerar att ¢(—z) = ¢(z). ®(z) ar tabulerad i kursens
formelsamling endast for z > 0. Vi har dock

a(-2) = [ gt o / ol
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Om Z ar N(0,1)-fordelad, s& kan man visa att

E(Z)=0 (ty ¢(—2) = 9(2))
V(Z)=1.
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Nar vi kommer till statistikdelen av kursen behover vi ofta l6sa ekvationer
av foljande slag:
Bestam z s& att vi for givet « har
o P(Z<z)=1—u;
o P(Z>z)=1—u;
@ P(—z<Z<z)=1—u.
For att l6sa sddana ekvationer infor vi a-kvantilen A, definierad av

P(Z > Ay) = a eller
a=1—>(A,).
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Kvantiler i TI-82 STATS invNorm(

Vi vill ta fram Aggs definierad av ekvationen P(Z > Agos) = 0.05 eller
0.05=1—P(Ap5) < P(Aoos5) = 0.95
Vi knappar in i rakndren (meny DISTR)
invNorm(0.95,0,1)

som ger |osningen
1.644853626

(~ 1.6449).
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Kursens formelsamling: kvantiler

Tabell 2 i kursens formelsamling ger Ag s = 1.6449.

Tab 2. Normalftrdelningens kvantiler
P(X »h)=wdir X ¢ N0}
o Aa n A

010 1.2818 0001 3.0002

0.05  1.6449 (00005 3.29)5

(0.025  1.9600 0.0001 37100

0.010 23263 0.00005  3.8906

0005 25758 0.00001  4.2649
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Kvantiler (forts.)

a=1—>(A,).
Det ar da bra att observera att
l—a=1—-D(A1_y)
=
N = q)()\l—a)
=
a=1-— (D(—)\l,,x),

vilket ger
AM_g = —Ay.
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Allman normalfordelning

Definition

En s.v. X sages vara N(u,o)-férdelad, dar y reell och o > 0, om

X—p

Z = ar N(0, 1)-férdelad.
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Allman normalfordelning

Lat X vara N(u,o)-fordelad. D3 galler

1 — 1
f(x) = ;¢<X 7 y) i
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Allman normalfordelning

Bevis. Vi har
FX(X):P(X<X):P<X;V gX;”>
Hfe= ) o(5)
o o
Derivation ger fx(x) = }T (%) O
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Normalfordelning

X € N(pu,0) med

]. 2 2
fx(x) = e~ (x—1)*/20
x(x) oV 27
dar u godtycklig konstant och ¢ > 0. | figuren for fx(x) har vi
u=1L0=1

04 T T T =
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Normalfordelning (aven kand som Gaussfordelning efter
C.F. Gauss, 1777-1855)
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Normalfordelning i kinetiska gasteorin

X € N(0,0) med

fx(x) = ”727'(,:3 = e m*/2ks T

dv.s. 0= \/%, kg = Boltzmans konstant, T = temperatur, m =
partikelns massa. "the fraction of particles in with velocities in the
x-direction within x, x + dx =fx(x)dx". .
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En viktig regel

Beviset ovan innehdller en viktig rakneregel. Om X ar N(u,o)-fordelad, sa
galler det att

Man kan m.a.o. anvanda tabellen for ®(x) dven for att berdkna Fx(x) for
X € N(u,0).
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TI1-82 STATS

Smidigare dn med regeln ovan och tabellen kan vi berakna, om
X € N(u,0), sannolikheten Fx(x) = P(X < x) som

normedf(—1E99, x, u, 0)

Till exempel, om X € N(2,2) och berdknas P(0 < X < 3.5) med TI-82
STATS som
normedf(0, 3.5,2,2)

614717461
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Allman normalfordelning

Om X ar N(u, o)-fordelad sa galler

E(XX)=u och V(X)=7c°

Bevis. Vi ska nu se hur listig definitionen ar!
X=0Z+u

EX)=0cE(Z)+u=0+pu=uyu
V(X)=0?V(Z)+0=c>
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Tathetsfunktionerna for N(0,1) och N(1,1) och N(0,1)

och N(0,2) (frén vanster till hoger)
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Allman normalfordelning

Lat X vara N(p,o)-férdelad och satt Y = aX + b. Da galler det att

Y ar N(ap + b, |a|o)-férdelad.

Bevis. Fran definitionen foljer att X = p + 0 Z dar Z ar N(0O, 1)-fordelad.
Detta ger

Y=aX+b=a(uy+oZ)+b=au+b+acZ

Y — (au+b)

Elog
Om a > 0 foljer satsen. Om a < 0 utnyttjar vi att Z och —Z har samma
fordelning.

=Z.

Jan Grandell & Timo Koski () Matematisk statistik 06.02.2012 28 / 38



Summan av oberoende normalfordelade variabler

Sats

Om X ar N(ux,ox)-fordelad, Y ar N(uy, oy )-fordelad och X och Y ar
oberoende s3 galler att

X+Yar N(yx + Uy, \/(T)2< + U%) -fordelad
X—Y ar N(yx — Uy, /0% —|—(7$,> -fordelad.
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Repetition om vantevarden

Aterkalla i minnet att Lat X och Y vara tva oberoende (okorrelerade
racker) s.v. Da galler
EX+Y)=EX)+E(Y) V(X+Y)=V(X)+V(Y)
EX-Y)=EX)—E(Y) V(X-=Y)=V(X)+V(Y).

Det nya ar att vi kan ge fordelningen for summan av oberoende
normalfordelade variabler
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Summan av oberoende normalfordelade variabler

Lat Xi,..., X, vara oberoende och N(y1,01),..., N(pn,0n). D3 galler att

Z ck X ar N(Z CkMk, 2 ckak) -fordelad.
k=1 k=1 V i=

Allman regel: Linjarkombinationer av oberoende normalfordelade
stokastiska variabler ar normalfordelade med ratt vantevarde och ratt
standardavvikelse.
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| forra forelasningen

Sats

Lat Xi,..., X, vara oberoende (okorrelerade racker) s.v. och sitt
Y=caXi+...+cX,

D3 galler
E(Y)=aE(X1)+...+cE(X,)

och

V(Y) =tV (X)) +...4+ V(X

Det nya ar att vi for linjarkombinationer av oberoende normalfordelade
stokastiska variabler kan ge hela fordelningen.
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Aritmetiska medelvardet

Lat X1, Xa, ..., X, vara oberoende och N(u,o)-fordelade s.v. D3 galler att

X ar N <y, %) -fordelad.

Aterkalla i minnet:

Lat X1, Xo, ..., X, vara oberoende och likafordelade s.v. med vantevarde u
och standardavvikelse o. D3 galler att

EX) =p VX)= och D(X) =

s
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Centrala gransvardessatsen

Vi har sett ndgra exempel pa att normalfordelningen har trevliga statistiska
egenskaper. Detta skulle vi inte ha s stor gladje av, om
normalfordelningen inte dessutom var vanligt forekommande. Centrala
gransvardessatsen CGS, som ar den huvudsakliga motiveringen for

normalfordelningen, kan utan vidare sagas vara ett av sannolikhetsteorins
och statistikens allra viktigaste resultat.

(CGS) Lat Xy, Xa, ... vara oberoende och lika férdelade s.v. med
vantevarde u och standardavvikelse o. D3 galler att

P (Z?—l Xi —np

P~ §x>—>CI>(x) da n— oo.
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Ofta uttrycker man slutsatsen i CGS som att

Y1 Xi—np
oy/n

ar approximativt N(0, 1)-fordelad

eller att

n
ZX,- ar approximativt N(ny, Uﬁ)—férdelad.
i=1
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En, for statistiken mycket vanlig anvandning av CGS ar foljande:

Foljdsats

Lat X1, Xa, ... vara oberoende och lika fordelade s.v. med vantevarde u
och standardavvikelse o. D3 galler att

P(a< X< b)~ <P<(f/_\;%> _CD<;/_\/PIF)

om n ar tillrackligt stort.
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Det ar tyvarr inte mojligt att ge ndgra generella och enkla tumregler om
hur stort n maste vara for att normalapproximationen ska vara anvandbar.
Detta beror pd hur "normalliknande” de enskilda variablerna Xy ar. Om
Xina ar normalfordelade sa "galler” ju CGS for alla n. En tumregel ar att
om Xjna ar nagorlunda symmetriskt fordelade sa racker ganska sma n, sag
nagot tiotal. Om Xyna ar patagligt skevt fordelade s behover n var nagot
eller i varsta fall ndgra hundratal.
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Det ar svart att formulera strikt, men det racker i CGS att Xy na ar
nagorlunda oberoende och ndgorlunda lika fordelade. Med "négorlunda
lika fordelade” menas framforallt att det inte finns vissa X, som ar mycket
dominerande. Detta innebar att matfel i valgjorda forsok kan anses vara
approximativt normalfordelade. | mindre valgjorda forsok kan det daremot
mycket val finnas ndgon dominerande felkilla som inte alls behover vara
approximativt normalfordelad.
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Binomialfordelningen

Antag att vi gor ett forsok dar en handelse A, med sannolikheten

p = P(A), kan intraffa. Vi upprepar forsoken n ganger, dar forsoken ar
oberoende. Satt

X = antalet ganger som A intraffar i de n forsoken.

Vi sager da att X ar binomialfordelad med parametrarna n och p, eller
kortare att X ar Bin(n, p)-fordelad.

Vi har
px (k) = <Z) pkq" K, for k=0,...,n,

darg=1—p.
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X € Bin(n,p), X=U+...+ U,

Lat Uy,..., U, vara s.v. definierade av

U 0 om A* intraffar i forsok nummer 1,
' 1 om A intraffar i forsok nummer 1.

Lite eftertanke ger att Uy, ..., U, ar oberoende och att

X=U+...+ U,
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X € Bin(n,p), X=U+...+ U,

D3
E(U)=0-1—p)+1-p=p

och

V(Up) = E(U?) — E(Ui)? = E(U;) — E(U;)? = p—p* = p(1 - p)

sa foljer

Matematisk statistik 06.02.2012 41 / 38

Jan Grandell & Timo Koski ()



Bin(n, p) approximativt N(np, \/npq)-

Av Xs representation som en summa foljer att CGS kan tillampas.

Om X ar Bin(n, p)-férdelad med npq > 10 s3 ar X approximativt
N(np, \/npq)-férdelad.

Detta innebar att

P(X < k) Nq)(k—np)
PX < k)|~ Vheq )’
Med halvkorrektion menas att vi anvander foljande approximation:

k+ 31— np
PIX<k)md| —2—=1],
X< ( N )

P(X < k)~ ® k=3
NG
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