Jan Grandell & Timo Koski

17.09.2008

«0O)>» «Fr «=Z» «=)»



X € N(0,1) har tatheten
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X € N(u,0) har titheten

1 e_(x_y)2/2g2

fx(X) =

oV 21T

dar u godtycklig konstant och ¢ > 0.

Om X ar N(u, o)-férdelad sa galler

E(XX)=u och V(X)=dc°




X € N(p,0) dar p reell och o > 0,

Z

_X—p

€ N(0,1)




Y ar N(ap + b, |a|o)-férdelad.

Lat X vara N(p,o)-férdelad och satt Y = aX + b. Da galler det att




Extra: Lognormalfordelning

Antag att Z ar en positiv stokastisk variabel, dvs. P(Z > 0) = 1. Vi
satter Y =InZ och ANTAR att Y € N(p, o). Vad ar fordelningen for Z ?
Tag z > 0.

Fz2(z)=P(Z<z)=P(InZ<Inz)

:P(Yglnz):P<Y_” < '”z_”>

Derivering ger

1
N oz\/ 27T
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e—(ln z—p)?/20?




Nytt: Lognormalfordelning

Z ar en positiv stokastisk variabel, d.v.s. P(Z > 0) =1 och
Y=InZeNo) =

0z\/271T

L_ e~ (nz-1*/2%  f5r 7z >0,
fz(z) = i
0 for z < 0.

Vi sager att Z ar lognormalférdelad, Z € LN(u,0). Hur kan man motivera
denna fordelning ? (Svaret ges senare i denna forelasning).
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Z € LN(p,0). Observera att u och o INTE &r vantevarde och
standardavvikelse for Z. Man kan i sjalva verket harleda att

E(Z) = ey+02/2’ V(Z) = e2y+02 ) (eaz . 1)




Z € LN(1,1)= E(Z) =448, V (Z) =345
Z € LN(2,1)= E(Z) =12.18, V (Z) = 255.0

025

0.2

01

0.05




Summan av oberoende normalfordelade variabler

Sats

Om X ar N(ux,ox)-fordelad, Y ar N(py, oy )-fordelad och X och Y ar
oberoende sa galler att

X+Y ar N(yx + vy, \/(7)2< + (T%) -fordelad
X—Y ar N<yx — Uy, /0% —|—(7$,) -fordelad.

och
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Repetition om vantevarden

Aterkalla i minnet att L3t X och Y vara tva oberoende (okorrelerade
racker) s.v. Da galler
EX+Y)=EX)+E(Y) V(X+Y)=V(X)+V(Y)
EX-Y)=EX)—E(Y) V(X-=Y)=V(X)+V(Y).

Det nya ar att vi kan ge fordelningen for summan av oberoende
normalfordelade variabler
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Summan av oberoende normalfordelade variabler

Sats
Lat Xq,..., X, vara oberoende och N(y1,01),..., N(pn,0n). D3 galler att

Z cx X ar N<Z CkMk, Z ckak) -fordelad.
k=1 k=1 V i=

Allman regel: Linjarkombinationer av oberoende normalfordelade
stokastiska variabler ar normalfordelade med ratt vantevarde och ratt
standardavvikelse.
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| forra forelasningen

Sats

Lat Xi,..., X, vara oberoende (okorrelerade racker) s.v. och satt
Y=cXi+...+cX,

D3 galler

E(Y)=aE(X1)+...+cE(Xp)
och

V(Y) =tV (X)) +...4+ V(X

Det nya ar att vi for linjarkombinationer av oberoende normalfordelade
stokastiska variabler kan ge hela fordelningen.
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Aritmetiska medelvardet

Foljdsats
Lat X1, Xa, ..., X, vara oberoende och N(u,o)-fordelade s.v. D3 galler att

— o
Xar N (y, — | -fordelad.
7)

Aterkalla i minnet:

Sats
Lat X1, Xo, ..., X, vara oberoende och likafordelade s.v. med vantevarde u
och standardavvikelse o. D3 galler att
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Centrala gransvardessatsen

Vi har sett ndgra exempel pa att normalfordelningen har trevliga statistiska
egenskaper. Detta skulle vi inte ha s stor gladje av, om
normalfordelningen inte dessutom var vanligt forekommande. Centrala
gransvardessatsen CGS, som ar den huvudsakliga motiveringen for
normalfordelningen, kan utan vidare sagas vara ett av sannolikhetsteorins
och statistikens allra viktigaste resultat.

Sats

(CGS) Lat Xy, Xa, ... vara oberoende och lika férdelade s.v. med
vantevarde yu och standardavvikelse 0. Da galler att

Yia Xi—np 3
P<7a\/ﬁ < x d(x) din— oo.
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Ofta uttrycker man slutsatsen i CGS som att

Y1 Xi—np
ov/n

ar approximativt N(0, 1)-fordelad

eller att

n
Y X; ar approximativt N (np,0+/n)-fordelad.
i-1
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En, for statistiken mycket vanlig anvandning av CGS ar foljande:

Lat X1, Xa, ... vara oberoende och lika fordelade s.v. med vantevarde p
och standardavvikelse o. D3 galler att

P(a< X< b)~ q’(:/_%) _q)<;/_\/yﬁ)

om n ar tillrackligt stort.




CGS: en tillampning pa multiplikativa processer

Sats

Lat X1, X5,..., X, vara oberoende och likaférdelade s.v. och positiva dvs.
for all i har vi P (X; > 0) = 1. Om n ar tillrackligt stort, si har

Y =X X X,

approximativt en lognormalfordelning.

Bevis.
INnY=InXy+InXo+...+1InX,

Séledes ar In'Y en summa av oberoende likafrdelade s.v. er (dvs. In Xjna)
och darmed enligt CGS approximativt normalfordelad om n ar tlllrackllgt
stort, och darfor ar Y approximativt lognormalfordelad, om n ar tillrac
stort.
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CGS

Det ar tyvarr inte mojligt att ge ndgra generella och enkla tumregler om
hur stort n maste vara for att normalapproximationen ska vara anvandbar.
Detta beror pd hur "normalliknande” de enskilda variablerna Xy ar. Om
Xina ar normalfordelade sa "galler” ju CGS for alla n. En tumregel ar att
om Xjna ar nagorlunda symmetriskt fordelade sa racker ganska sma n, sag
nagot tiotal. Om Xyna ar patagligt skevt fordelade s behover n var nagot
eller i varsta fall ndgra hundratal.
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CGS

Det ar svart att formulera strikt, men det racker i CGS att Xy na ar
nagorlunda oberoende och ndgorlunda lika fordelade. Med "négorlunda
lika fordelade” menas framforallt att det inte finns vissa X, som ar mycket
dominerande. Detta innebar att matfel i valgjorda forsok kan anses vara
approximativt normalfordelade. | mindre valgjorda forsok kan det daremot
mycket val finnas ndgon dominerande felkilla som inte alls behover vara
approximativt normalfordelad.
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Binomialfordelningen

Antag att vi gor ett forsok dar en handelse A, med sannolikheten

p = P(A), kan intraffa. Vi upprepar forsoken n ganger, dar forsoken ar
oberoende. Satt

X = antalet ganger som A intraffar i de n forsoken.

Vi sager da att X ar binomialfordelad med parametrarna n och p, eller
kortare att X ar Bin(n, p)-fordelad.

Vi har
px (k) = <:> pkq" K, for k=0,...,n,

darg=1—p.
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Lat Uy, ..., U, vara s.v. definierade av

Ui — 0 om A* intraffar i forsok nummer 1/,
"1 om A intraffar i forsok nummer J.

Lite eftertanke ger att Uy, ..., U, ar oberoende och att

X=U+...+ U,
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Da

och

EU)=0-1-p)+1-p=p

V(Up) = E(U}) — E(U;)?
sa foljer




Bin(n, p) approximativt N(np, \/npq)-fordelad

Av Xs representation som en summa foljer att CGS kan tillampas.
Sats

Om X ar Bin(n, p)-férdelad med npq > 10 s3 ar X approximativt
N(np, \/npq)-férdelad.

P(X < k) Nq)(k—np)
PX < k)|~ Vheq )’
Med halvkorrektion menas att vi anvander foljande approximation:

k+ 31— np
PIX<k)md| —2—=1],
X< < N )

k—L—np
P(X < k)~® —2—].
xemmothom)

Detta innebar att
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Urnor igen

Vi paminner om urnmodellerna. Vi hade en urna med kulor av tva slag: v

vita och s svarta. Vi drog n kulor ur urnan slumpmassigt.

Satt A = "Man far k vita kulor i urvalet”.
Dragning utan Sterlaggning:
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Hypergeometrisk fordelning

Antag att vi har N enheter, dar proportionen p, dvs Np stycken, har
egenskapen A. Drag ett slumpmassigt urval om n stycken enheter. Satt
X = antalet enheter i urvalet med egenskapen A.

| termer av urnmodellen for dragning utan aterlaggning galler Np = v och
N(1 —p) =s om A= "vit kula”. Saledes fas

for0 < k< Npoch0<n—k<N(1-p).
Man sager att X ar Hyp(N, n, p)-fordelad.
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X ar Hyp(N, n, p)-fordelad, man kan visa att

E(X)=np och V(X)=




Approximationer, Hyp(N, n, p)

Om n/N ar nagolunda liten, sa verkar det troligt att det inte spelar s stor
roll om vi drar med aterlaggning eller ej.
Vi har

(D)) N(1— p)! (N — n)!

('Xn KI(Np— k) (n—K)IN(L—p)— (n— k)]l NI

B n! Np!(N(1 — p)!(N — n)!
k! (n—k)! (Np— K)![N(1L —p) — (n— k)]'N!

o (RN =)
= k(0 — k! N _<k>pkq .
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Om X ar Hyp(N, n, p)-férdelad med n/N < 0.1 si ar X approximativt
Bin(n, p)-fordelad.

Om X ar Bin(n, p)-fordelad med npg > 10 sa ar X approximativt
N(np, \/npq)-fordelad.

Detta innebar att




Av detta foljer att Hyp(N, n, p) ~ N(np, \/npq) om n/N < 0.1 och

npqg > 10. Det racker dock att krava %:’fnp(l —p) > 10.




En diskret s.v. X sages vara Poissonfordelad med parameter u,
Po (u)-fordelad, om

uk
px (k) = Fe_”, fork=0,1....
Vi paminner om att om X dr Po(p)-fordelad, s& galler

E(X)=wu och V(X)=pu.




Summan av tva oberoende Poissonfordelade

Poissonfordelningen ar den viktigaste diskreta fordelningen, och har t.ex.
foljande trevliga egenskap.

Sats
Om X och Y vara oberoende Po (i x)- resp. Po(uy )-fordelade s.v. Da
galler att X +Y ar Po(ux + py)-férdelad.

Beuvis.
k ke 1Y
= = =7 = —J) = TR og7Bx 1Y o My
P(X+Y =k) EP(X NP(Y =k—1i) ,-;0 5e (k—i)!e
(k—1)
— o (nx+ny) z VXVY

— o~ (ix+py) ;MX_‘_]’[Y i( > < >I< My >(ki)
— x + py Hx + My

=1, enl. Binomialsatsen.
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Approximation med Po(np)

Vi inforde ju Poissonfordelningen som en approximation av
binomialfordelningen. Detta kan vi formalisera till foljande sats.

Sats
Om X ar Bin(n, p)-férdelad med p < 0.1 s ar X approximativt
Po (np)-férdelad.

| vdr approximation antog vi aven att n var stor. Detta ar inte nodvandigt,
men vart enkla resonemang fungerar inte utan denna extra forutsattning.
Man kan visa att om X ar Bin(n, p) och Y ar Po(np) sa galler att

IP(X = k) — P(Y = k)| < np.
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Approximation med Po(np), ett exempel

| en dataldnk vaxlar de bindra siffrorna eller bitarna (0 och 1) polaritet dvs.
0 overgar i 1 eller omvant med sannolikheten 10~7. En viss bit i en
bitgrupp vaxlar polaritet oberoende av alla de andra bitarna. Protokollet i

dataldnken kontrollerar en bitgrupp som omfattar 8000000 ( ~ 1 Mbyte )
bitar.

Felkontrollen upptacker om fem eller flera bitar fatt sina polariteter
omkastade i bitgruppen. Om fem eller flera polaritetsvaxlingar har
upptackts, begars av protokollet en upprepad overforing av denna bitgrupp.

Vi sager att en overforing lyckas om en upprepad overforing av bitgruppen
inte kommer att begaras. De olika overforingarna av en och samma
bitgrupp antas vara oberoende av varandra.
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Approximation med Po(np), ett exempel: forts.

Betrakta den stokastiska variabeln

X = antalet overforingar av en bitgrupp om 8000000 bitar som behovs for
att overforingen skall lyckas for forsta gangen, den lyckade overforingen
medraknad.

Sokt: vantevardet for X.

)
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Exempel: forts.

L3t ps beteckna sannolikheten for att en ny overforing av en bitgrupp om
8000000 bitar INTE begars av protokollet dvs. ps = sannolikheten for

hogst fyra vaxlingar av polaritet.

Den stokastiska variabeln X har ffg (ps) - fordelningen eller
"For-forsta-gdngen” -fordelningen p.g.a. att de olika overforingarna ar
oberoende och p.g.a. att den lyckade overforingen medraknas. Dvs.

PX=k)=(1-ps)<p, k=1,23,...,

En enkel kalkyl ger vantevardet E (X) = i (se kursens formelsamling).

Darmed behover vi ps.

Jan Grandell & Timo Koski () Matematisk statistik 17.09.2008 36 / 43



Exempel: forts.

Lat Z vara antalet bitar som far sin polaritet omkastad, nar en bitgrupp
om 8000000 bitar overfors. Da fas

ps=P(Z<4).
P.g.a. att bitarna i en bitgrupp vaxlar polaritet oberoende av varandra ar

vi ledda till den statiska modellen Z € Bin(8000000,10~7), dvs. att Z ar
binomialférdelad med parametrarna n = 8000000 och p = 10~7.
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Exempel: forts.

Vi beraknar ps med en approximation av binomialfordelningen
Bin(8000000,10~") med Poissonférdelningen med parametern n-p = 0.8 .
Denna approximation ar rimlig, ty p = 107 < 0.1. Vi har alltsd att Z ar
approximativt Po(0.8)- fordelad. Tabellsamlingen ger med

Poissonfordelningen Po(0.8) approximationen ps = P (Z < 4) = 0.99859.
SVAR: E (X) ~ giszs ~ 1.0014.
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X € Bin(8000000,10~ ) och Y ar Po(0.8) s3 giller att
|IP(X = k) — P(Y = k)| < np?.

|P(X = k) — P(Y = k)| < 8000000 - 10~ = 8.0000e — 08




Exempel: check mot MATLAB Statistics Toolbox

>> help binocdf

BINOCDF Binomial cumulative distribution function.
Y=BINOCDF(X,N,P) returns the binomial cumulative distribution
function with parameters N and P at the values in X.

The size of Y is the common size of the input arguments. A scalar input
functions as a constant matrix of the same size as the other inputs.

The algorithm uses the cumulative sums of the binomial masses.

See also binofit, binoinv, binopdf, binornd, binostat, cdf.

>> binocdf(4,8000000,10(—7))
ans = 0.9986
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Om bagge villkoren p < 0.1 och npg > 10 ar uppfyllda kan vi valja om vi
vill Poissonapproximera eller normalapproximera. Detta ar ingen
motsagelse, som foljande sats visar.

Om X ar Po(u)-fordelad med p > 15 s3 ar X approximativt
N(u, \/1t)-fordelad.







Berry-Esseens olikhet

Foljande hastighet for CGS har tagits fram av Carl-Gustav Esseen (1942)
(och av A.C. Berry)

Sats

Lat X1, X5, ... vara oberoende och lika fordelade s.v. med vantevarde 0
och standardavvikelse o. Lat Y, = Tlﬁ Y11 Xi och lat

Fo(x) =P (Y, < x)

D3 géller att om E (| X; |*) = ¢ < oo, s§ finns en konstant K > 0 s§ att

Kc
| Fal) =@ () 1< 3 7~

Alltsa ar konvergenshastigheten n=/2. Carl-Gustav Esseen visade att
K < 7.59. Det ar numera kant att K < 0.7655 (Shiganov 1986).
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