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Repetition: Flerdimensionella stokastiska variabler

Det tva-dimensionella fallet: Lat (X,Y) vara en tvi-dimensionell s.v.

Fx y(x,y) = P(X <x, Y <y) kallas (den simultana)
fordelningsfunktionen for (X, Y).

Fx(x) =P(X <x) =P(X <x, Y <00)=Fx y(x,o0) kallas den
marginella fordelningsfunktionen for X.

Fy(y) = Fx y(co,y) kallas den marginella férdelningsfunktionen for Y.
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Repetition: Flerdimensionella stokastiska variabler

Definition
X och Y ar oberoende stokastiska variabler om

Fx,v(x,y) = Fx(x)Fy(y)

obs! Detta bor gilla for ALLA (x,y) .
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Repetition: Simultan sannolikhetsfunktion

(X,Y) ar en diskret tva-dimensionell s.v., om

Fxy(x,y) = Z Z px.y (U, k)dudv
0<j<[x] 0<k<[y]

dar

Y pxv(. k) =1, pxy(.k) >0.
0 k=

Mg

0
i, k) kallas den simultana sannolikhetsfunktionen for

/\K

Funktionen px y
(X,Y).
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Simultan tathet

(X,Y) ar en kontinuerlig tva-dimensionell s.v., om
X ry
Fx,y(x.y) :/ / fx.y(u, v)dudv

dar
/ / fxy(x,y)dxdy =1, fxy(x,y)>0.

Funktionen fx y(x, y) kallas den simultana tathetsfunktionen for (X, Y).
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Repetition: Marginalfordelningar fort kontinuerliga s.v.er

Lat (X,Y) vara en kontinuerlig tva-dimensionell s.v.. Den marginella
fordelningsfunktionen for Y ar

Fy(y) = Fx,y(c,y) = /j;o /jo fx.y(x, v)dxdv

och
A = P = [ fory)dx

—00

ar den marginella tathetsfunktionen for Y. Analogt ar

() = 5o Fxlx) = [ fov(xy)dy

den marginella tathetsfunktionen for X.
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Oberoende stokastiska variabler

Definition

X och Y ar oberoende stokastiska variabler om

fx,y (x.y) = tx(xX)fy (y)

for alla (x,y).
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Ett exempel

(X,Y) ar en 2-dimensionell st.v. med den simultana sannolikhetstatheten

fe v (xy) 24xy 0<x<10<y<1x+y<1,
X, y) =
XYy 0 for ovrigt.

Vi checkar att [©_ [* fx y(x,y)dxdy =

f 24xf0 ydxdy 12f0 x(1 — x)? dx—12f0 (x —2x% + x3)dx
_12( —23+3) =12(&%E) =1 ssb.
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Ett exempel (forts.): marginella sl-tatherna

0 1—x
fX(X) = / fx,v(X,y)dy = 24x/0 ydy

291-x
= 24x [y?] —12x(1-x)%, 0<x<1.
0

Pss fy(y) = 12y(1 —y)2, 0 <y < 1. Detta ger

E[Y]:E[X]:/Oxfx x—12/ (1—x)2dx = 2.
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Ett exempel
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Ett exempel (forts.): oberoende

fx(x) = 12x(1 — x)z, 0<x
fy(y) =12y(1—y)?% 0<
3\2 9
ey (1/2,1/2)) = 6, fx (1/2)fy (1/2) = < ) <§> e

v.s., fx.y(1/2,1/2)) # fx(1/2)fy(1/2), och X och Y &r beroende.
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Vintevardet av g(X, Y)

L3t (X,Y) vara en tvidimensionell s.v. D3 galler

Elg(X,Y)] = Jo [ g ),y (x,y)dxdy  fér (X, Y) kontinuerlig
T Y=o Lj=o 8 (k. ) fx,v (k.j) for (X, Y) diskret.
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Vintevardet av g(X,Y) =X+ Y

L3t (X,Y) vara en tvidimensionell s.v. D3 galler

E[X+Y]=E[X]+E[Y]

Bevis. Lat (X, Y') vara en kontinuerlig tvddimensionell s.v.. Den
foregdende satsen visar med g(x,y) = x + y att

/ / (x+y)fx.y(x, y)dxdy =
[ [ xfx y(x,y)dxdy + [ L yfx v (x,y)dxdy
= /_ X/_ fx,y(x,y)dydx—l—/_ y/_ fx.y(x,y)dxdy

:/j:oxfx(x)dx—f-/:oyfy(y)dy: E[X]+E[Y]
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Kovarians och korrelationskoefficient

L4t (X, Y) vara en tvaddimensionell s.v. dar vi ar intresserade av sambandet
mellan Xs och Y's variation. Det kan vara natuligt att betrakta variablerna

X—“le och Y—‘uy.

Vi skiljer pa fallen dd X och Y "samvarierar’ resp. " motverkar varandra”,
dvs. da

ett stort/litet varde pd X gor ett stort/litet varde pd Y troligt

resp.

ett stort/litet varde pd X gor ett litet/stort varde pd Y troligt.
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Kovariansen mellan X och Y

Betraktar vi nu variabeln

(X = px)(Y = py),

sa innebar detta att den i forsta fallet, eftersom + - + = + och

— - — = +, att den har en tendens att vara positiv. P4 motsvarande satt,
eftersom — -+ = — och + - — = —, har den i andra fallet en tendens att
vara negativ. Det som vi, lite slarvigt, har kallat tendens, kan vi ersatta
med vantevarde. Vi leds da till foljande definition.

Definition

Kovariansen mellan X och Y ar
C(X,Y)=E[(X —ux)(Y —uy)],

dar ux = E(X) och uy = E(Y).
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Kovariansen mellan X och Y

Kovariansen mellan X och Y ar

C(X, Y) = E[XY] —UX Uy,

dar ux = E(X) och uy = E(Y).

Beuvis. :
C(X,Y)=E[(X —ux)(Y —py)] = EIXY = Xpy — uxY + pxpy]
= E[XY] — E[Xuy| — E[ux Y] + puxpy]

= E[XY] = uyE[X] —uxE[Y]+puxpy = EXY] —uypux — pxpy + pxpy
= E[XY] - uypx
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Ett exempel (forts.): kovarians

S o 1 1-x
E[XY] = [w[ nyX’y(X,y)dxdy:/o 24X2/0 y2dydx

Detta ger fran ovan

CXY)=EXY]—pux-py =5 -7 £ =—7.

Ett negativt samband.
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Korrelationskoefficienten mellan X och Y

Kovariansen kan sagas ha fel sort. Det verkar rimligt att ett matt pa ett sa
abstrakt begrepp som samvariation skall vara "sortfritt”. Det vanligaste
mattet ar korrelationskoefficienten.

Definition

Korrelationskoefficienten mellan X och Y ar

B . CX.Y)
=P Y) = 560v)

Man kan visa att |p| < 1, dar p = %1 betyder att det finns ett perfekt
linjart samband, dvs. Y = aX + b.
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Korrelationskoefficienten mellan X och Y

Om X och Y ar oberoende s3 ar de okorrelerade, dvs. p(X,Y) = 0.

Omvandningen giller ej, dvs. okorrelerade variabler kan vara beroende.
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Korrelationskoefficienten mellan X och Y

Correlation Coefficient
Shows Strength & Direction of Comrelation

| Strong +——— Weak | Weak ——— Strong |
| | | I |

1.0 -0.5 0.0 +0.5 +1.0
Negative Zero Positive
Correlation Correlation
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Korrelationskoefficienten mellan X och Y

Om X och Y ar oberoende s3 ar de okorrelerade, dvs. p(X,Y) = 0.

Bevis: Per definition
EIXY] = / / xyfx y(x, y)dxdy =

och p.g.a. oberoendet

= /_o; /_O;nyx(x)fy(y)dxdy =

—/ xfx (x dx/ yfy (y)dy =
E(X)-E(Y) = px - py-

C(X,Y) = E[XY] —ux - uy =0.
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Ett exempel (forts.): korrelation

1 1 1
E[Y?] =E[X?] = / fx(x)dx =12 | x*(1 —x)?%dx = c
0 0
Saledes 3r V(Y) = V(X) =1 — 5% = %.
Detta ger fran ovan
C(X.Y) _725
p=p(X,Y)= = =—- = —0.67.
DX)D(Y) %
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Den simultana sannolikhetsfunktionen for stokastiska variablerna X och Y
med px,y (J, k)

X/Y 0 1 2 3
0 02 0 O 0
1 0 01 01 O
2 0 01 01 O
3 0 0 0 04

@ Marginalfordelning for X:
px (0)=024+04+0+0=0.2,

px (1) =040.1+0.1+0=0.2
px(2) =0401+01+0=0.2
px(3) =0+0+0+04 =04
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Exempel (forts.)

@ Pa samma satt f&s marginalfordelning for Y:
py (0) =0.2,py (1) =0.2

@ X och Y ar INTE oberoende, ty, t.ex.,

px (0) - py (0) = 0.2-0.2 = 0.04 # 0.2 = px.y (0,0)
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Exempel (forts.): BETINGADE FORDELNINGAR

Materialet om betingade fordelningar kan overhoppas:

def px,y (J, k)

Px|y—k (J) = (k) 0,1,2,3
Pyix— (k) & po;E) ) k=01.23
| detta exempel
Py|x=2(0) = pXI');g;O) = O% =0
Py|x=2 (1) = PxpyXig)l) = 8—; = %
Py|x=2 (2) = PXPZE%Q) = 8—; = %
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Exempel (forts.): BETINGADE FORDELNINGAR

och
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Exempel (forts.):LTS & BETINGADE FORDELNINGAR

Utifrdn definitionerna foljer vidare att vi har

Zpy 7)pxjy—i(k )Zipx,Y(kvf)-

j=0
3

:ZPX( Py x=k( prvkl)
k=0 k=0
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Exempel (forts.):

E(X)=0-0241-0242-02+3-04=18,

samt
E(Y)=18.

E(X?) =0%02+12-02+2%-02+3%-0.4 =46
V(X)=E(X?) —E(X)>=46-18"=136= V(Y).
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Exempel (forts.): Kovarians och korrelation

E(X-Y):0-O-0.2+1-1-0.1
+1-2:0142-1-0142-2-01+3-3:-04=45
@ Kovariansen
C(X, Y):E(X-Y)—E(X)E(Y):4.5—1.8-1.8:1.26

@ Korrelationskoefficienten

C(X,Y) 126
p(X.Y) = VVX)/V(Y)  V13611.36
126
= J3¢ = 0-9%.

Vad sager detta ?
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Mer om vantevarden

L3t (X,Y) vara en tvidimensionell s.v. D3 galler

(1) E(aX+bY)=aE(X)+ bE(Y);
(2)  V(aX +bY) = 22V(X) + B2V(Y) +2abC(X, Y).

Bevis. (1) har visats tidigare.
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Mer om vantevarden: Bevis av (2)

(2) fas av foljande
V(aX +bY) = E[(aX + bY — apix — buy)?] = E[(aX — apix + bY — buy)?

= E[a®(X — pux)? + b (Y — uy)? +2ab(X — ux) (Y — py))]
= a?V(X) + b>V(Y) +2abC(X, Y).
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Mer om vantevarden

Lat X och Y vara tva oberoende (okorrelerade racker) s.v. D3 galler

~
>
_|_
=
I
~
Ko
_|_
Y
=
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Mer om vantevarden

Detta gar att utvidga till godtyckligt manga variabler:

Sats

Lat Xq,..., X, vara oberoende (okorrelerade racker) s.v. och satt

Y =caXi+...4+cX,.

D3 galler
E(Y)=caE(X1)+...+ cnE(Xp)

och

V(Y)=cV(X) +...+ 2V (X,)
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Binomialfordelningen

Antag att vi gor ett forsok dar en handelse A, med sannolikheten

p = P(A), kan intrdffa. Vi upprepar forsoken n ganger, dar forsoken ar
oberoende. Satt

X = antalet gdnger som A intraffar i de n forsoken.

Vi sager da att X ar binomialfordelad med parametrarna n och p, eller
kortare att X ar Bin(n, p)-fordelad.

Vi har

px (k) = <Z>pkq"_k, fork=0,...,n,

darg=1-—p.
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X € Bin(n,p), X =U,+...+ U,

Lat Uq,..., U, vara s.v. definierade av
Ui — 0 om A* intraffar i forsok nummer i,
' 1 om A intraffar i forsok nummer .
Ui, ..., U, ar oberoende och att

X=U+...4 U,
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X € Bin(n,p), X =U,+...+ U,

Da
E(U)=0-1-p)+1-p=p

och

V(U) = E(UF) = E(U)? = E(U;) = E(U)* = p— p* = p(1 = p)

sa foljer
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Arimetiskt medelvarde

I
i
S|
T
x

Lat X1, Xz, ..., X, vara oberoende och likafordelade s.v. med vantevarde u
och standardavvikelse o. D3 galler att

a2 o

EX)=u, VX)=— h DX)= —.

X = V=T och DX =

Uttrycket " X1, X5, ..., X, ar likafordelade” betyder att de stokastiska
variablernas fordelningar, dvs. att de stokastiska variablernas statistiska
egenskaper, ar identiska. Utfallen av variablerna varierar dock.
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Stora talens lag

X= %27:1 Xi

Stora talens lag For varje e > 0 galler

P(|X—pu| >€) =0 din— oco.

Bevis. Enl. Tjebysjovs olikhet galler

da n — oo.
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Stora talens lag: ett frimarke fran Schweiz

§ MATHEMATICAE

X+ A+.><,.,)—-;-EfXj-'. :

m
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HEWVETIA 80 -

BURKARD WALTENSPUL COURVOISIER
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