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Ofta uttrycker man slutsatsen i CGS som att

Y1 Xi—np
ov/n

ar approximativt N(0, 1)-fordelad

eller att

n
Y X; ar approximativt N (np,0+/n)-fordelad.
i-1
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En diskret s.v. X sages vara Poissonfordelad med parameter u,
Po (u)-fordelad, om

uk
px (k) = Fe_”, fork=0,1....
Vi paminner om att om X dr Po(p)-fordelad, s& galler

E(X)=wu och V(X)=pu.




Summan av tvd oberoende diskreta: faltningsformeln

Ett hjalpresultat:
X och Y vara oberoende diskreta variabler. k ar ett icke-negativt heltal,

ﬂx+Y=k%=P@£ﬁX=fﬂY:k_”>

:quxsz:k—m,
i=1

ty handelserna i unionen ar diskjunkta. Oberoendet ger

k
=L PUX=IPUY k=i,

och vi har den s.k. faltningsformeln

K
PX+Y=k) = ;Px(")PY(k— i).

Jan Grandell & Timo Koski () Matematisk statistik 10.02.2012 4 /21



Summan av tva oberoende Poissonfordelade

Poissonfordelningen ar den viktigaste diskreta fordelningen, och har t.ex.
foljande trevliga egenskap.

Sats
Om X och Y vara oberoende Po (i x)- resp. Po(uy )-fordelade s.v. Da
galler att X +Y ar Po(ux + py)-férdelad.
Bevis. Hjalpresultatet (faltningsformeln) ovan ger

: P‘x V(Y )
PX+Y =k) =) P(X=0)P(Y = ki) ; e ame
VXVY

k —i)
—(ux+py)

o!

“"“"”MZ("M s )"< )
kl i—o \/ Ux + Uy ix +uy £

=1, enl. Binomialsatsen.
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Om bagge villkoren p < 0.1 och npg > 10 ar uppfyllda kan vi valja om vi
vill Poissonapproximera eller normalapproximera. Detta ar ingen
motsagelse, som foljande sats visar.

Om X ar Po(u)-fordelad med p > 15 s3 ar X approximativt
N(u, \/1t)-fordelad.




Approximation med Po(np)

Vi inforde ju Poissonfordelningen som en approximation av
binomialfordelningen. Detta kan vi formalisera till foljande sats.

Sats
Om X ar Bin(n, p)-férdelad med p < 0.1 s ar X approximativt
Po (np)-férdelad.

| vdr approximation antog vi aven att n var stor. Detta ar inte nodvandigt,
men vart enkla resonemang fungerar inte utan denna extra forutsattning.
Man kan visa att om X ar Bin(n, p) och Y ar Po(np) sa galler att

IP(X = k) — P(Y = k)| < np.
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Ett exempel : approximation med Po(np),

| en dataldnk vaxlar de bindra siffrorna eller bitarna (0 och 1) polaritet dvs.
0 overgar i 1 eller omvant med sannolikheten 10~7. En viss bit i en
bitgrupp vaxlar polaritet oberoende av alla de andra bitarna. Protokollet i

dataldnken kontrollerar en bitgrupp som omfattar 8000000 ( ~ 1 Mbyte )
bitar.

Felkontrollen upptacker om fem eller flera bitar fatt sina polariteter
omkastade i bitgruppen. Om fem eller flera polaritetsvaxlingar har
upptackts, begars av protokollet en upprepad overforing av denna bitgrupp.

Vi sager att en overforing lyckas om en upprepad overforing av bitgruppen
inte kommer att begaras. De olika overforingarna av en och samma
bitgrupp antas vara oberoende av varandra.
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Approximation med Po(np), ett exempel: forts.

Betrakta den stokastiska variabeln

X = antalet overforingar av en bitgrupp om 8000000 bitar som behovs for
att overforingen skall lyckas for forsta gangen, den lyckade overforingen
medraknad.

Sokt: vantevardet for X.

)
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Exempel: forts.

L3t ps beteckna sannolikheten for att en ny overforing av en bitgrupp om
8000000 bitar lyckas dvs. ps = sannolikheten for hogst fyra vaxlingar av

polaritet.

Den stokastiska variabeln X har ffg (ps) - fordelningen eller
"For-forsta-gdngen” -fordelningen p.g.a. att de olika overforingarna ar
oberoende och p.g.a. att den lyckade overforingen medraknas. Dvs.

PX=k)=(1-ps)p, k=1,23,...,

En enkel kalkyl ger vantevardet E (X) = i (se kursens formelsamling).

Darmed behover vi ps.
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Exempel: forts.

Lat Z vara antalet bitar som far sin polaritet omkastad, nar en bitgrupp
om 8000000 bitar overfors. Da fas

ps=P(Z<4).
P.g.a. att bitarna i en bitgrupp vaxlar polaritet oberoende av varandra ar

vi ledda till den statiska modellen Z € Bin(8000000,10~7), dvs. att Z ar
binomialférdelad med parametrarna n = 8000000 och p = 10~7.
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Exempel: forts.

Vi beraknar ps med en approximation av binomialfordelningen
Bin(8000000,10~") med Poissonférdelningen med parametern n-p = 0.8 .
Denna approximation ar rimlig, ty p = 107 < 0.1. Vi har alltsd att Z ar
approximativt Po(0.8)- fordelad. Tabellsamlingen ger med

Poissonfordelningen Po(0.8) approximationen ps = P (Z < 4) = 0.99859.
SVAR: E (X) ~ giszs ~ 1.0014.
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X € Bin(8000000,10~ ) och Y ar Po(0.8) s3 giller att
|IP(X = k) — P(Y = k)| < np?.

|P(X = k) — P(Y = k)| < 8000000 - 10~ = 8.0000e — 08




Exempel: check mot MATLAB Statistics Toolbox

>> help binocdf

BINOCDF Binomial cumulative distribution function.
Y=BINOCDF(X,N,P) returns the binomial cumulative distribution
function with parameters N and P at the values in X.

The size of Y is the common size of the input arguments. A scalar input
functions as a constant matrix of the same size as the other inputs.

The algorithm uses the cumulative sums of the binomial masses.

See also binofit, binoinv, binopdf, binornd, binostat, cdf.

>> binocdf(4,8000000,10(—7))
ans = 0.9986
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Urnor igen

Vi paminner om urnmodellerna. Vi hade en urna med kulor av tva slag: v

vita och s svarta. Vi drog n kulor ur urnan slumpmassigt.

Satt A = "Man far k vita kulor i urvalet”.
Dragning utan Sterlaggning:

Jan Grandell & Timo Koski () Matematisk statistik

10.02.2012

15 / 21



Hypergeometrisk fordelning

Antag att vi har N enheter, dar proportionen p, dvs Np stycken, har
egenskapen A. Drag ett slumpmassigt urval om n stycken enheter. Satt
X = antalet enheter i urvalet med egenskapen A.

| termer av urnmodellen for dragning utan aterlaggning galler Np = v och
N(1 —p) =s om A= "vit kula”. Saledes fas

for0 < k< Npoch0<n—k<N(1-p).
Man sager att X ar Hyp(N, n, p)-fordelad.
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X ar Hyp(N, n, p)-fordelad, man kan visa att

E(X)=np och V(X)=




Approximationer, Hyp(N, n, p)

Om n/N ar nagolunda liten, sa verkar det troligt att det inte spelar s stor
roll om vi drar med aterlaggning eller ej.
Vi har

(D)) N(1— p)! (N — n)!

('Xn KI(Np— k) (n—K)IN(L—p)— (n— k)]l NI

B n! Np!(N(1 — p)!(N — n)!
k! (n—k)! (Np— K)![N(1L —p) — (n— k)]'N!

o (NN (Y
= k(0 — k! N _<k>pkq .
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Om X ar Hyp(N, n, p)-férdelad med n/N < 0.1 si ar X approximativt
Bin(n, p)-fordelad.

Om X ar Bin(n, p)-fordelad med npg > 10 sa ar X approximativt
N(np, \/npq)-fordelad.

Detta innebar att




Av detta foljer att Hyp(N, n, p) ~ N(np, \/npq) om n/N < 0.1 och

npqg > 10. Det racker dock att krava %:’fnp(l —p) > 10.







