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Malet med dagens foreldsning ar att repetera nigra viktiga begrepp frén
kursen och illustrera dem med hjilp av MATLAB. Laboration 2 har
foljande delar

o Fordelningsfunktion och tathetsfunktion
@ Multivariat normalférdelning
Simulering av slumptal

Stora talens lag

Monte Carlo-simulering av vantevirden
Monte Carlo-simulering av talet 7
Centrala gransvardessatsen

Simulering av konfidensintervall
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Fordelningsfunktion och tathetsfunktion

Tathetsfunktionen fx for en kontinuerlig stokastisk variabel X definieras

av
b

P(X € [a, b]):/ i (x)dx,

a

och fordelningsfunktionen Fx ges av

Fx(x) = POX < x) = [ fx(y)dy.
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Fordelningsfunktion och tathetsfunktion

Normalfordelning

MATLAB har kommandon fér de vanligaste sannolikhetsférdelningarna.
For normalfordelningen N(p, o) ges exempelvis tathetsfunktionens varde i

X,
1 _ x=w?

fx(x) =

270

av kommandot normpdf (x,mu,sigma). Féljande kod genererar grafen av
tathetsfunktionen for den standardiserade normalférdelningen N(0, 1).

1 %% Tathetsfunktion for normalfordelning

2 dx = 0.01;

3 x = -10:dx:10; % Skapar en vektor med dx som ...
inkrement

4 y = normpdf (x, 0, 1);

5 plot (x,vy)

Vi provar att plotta tathetsfunktionen till normalférdelningen for ndgra
andra varden p& parametrarna y och o, exempelvis 4 = —1, 0 = 0.1
respektive y =2, o = 2.
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Fordelningsfunktion och tathetsfunktion

Gammafdrdelning

Foér gammafordelningen med parametrar a och b ar tathetsfunktionen

1
fx (x) = —=——x?"Le >/}
X( ) bal“(a)

(observera att Blom anvinder en annan definition av parametrarna i

gammafodrdelningen). Féljande kod kan anvindas for att plotta denna

tathetsfunktion.

%% Tathetsfunktion for gammafordelning
2 dx = 0.01;
x = —-0:dx:10; % Skapar en vektor med dx som ...

"

w

inkrement
y = gampdf (x,1,2);
plot (x,y), hold on
z = gampdf (x,5,1);
plot(x,z,'r")

N o oo »
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Fordelningsfunktion och tathetsfunktion

Gammafdrdelning

Aven for fordelningfunktionerna finns kommandon for de vanligaste
sannolikhetsférdelningarna. For gammafordelningen giller exempelvis

1 %% Fordelningsfunktion for gammafordelning

2 dx = 0.01;

x = —-0:dx:10; % Skapar en vektor med dx som
inkrement

y = gamcdf (x,1,2);

plot (x,y), hold on

z = gamcdf (x,5,1);

plot(x,z,'r")

w

N o o »
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Fordelningsfunktion och tathetsfunktion

En egendefinierad tathetsfunktion

Betrakta nu en stokastisk variabel X med tathetsfunktion
_x A
fx(X) = Ae 1 + ;, X € [1, 10]

for ett specifikt A. Genom att |6sa ekvationen fllo fx(x)dx =1
numeriskt s kan vi hirleda approximationen A = 0.4267.
Fordelningsfunktionen for X ges av

X

X
A = [ dy = [AeE 42 dy = (-2 E 4y
1 1

= —A2e X 4 Alnx+ A2k, for x € (1,10).

For x <1 ar Fx(x) =0 och fér x > 10 ar Fx(x) = 1.
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Fordelningsfunktion och tathetsfunktion

En egendefinierad tathetsfunktion

For att f& en battre bild av tathetsfunktionen for X, s& kan vi plotta den
och exempelvis jamféra med tathetsfunktionen fér en exponentialfordelad
stokastisk variabel med vantevarde ett.

1 %% Jamforelse av tathetsfunktioner
2 dx = 0.1;
x = 0:dx:15; % Skapar en vektor med dx som

w

inkrement

mu = 1;

y = exppdf (x, mu); % exponential-fordelningen

plot(x,y), hold on

lambda = 0.4267;

f=(lambda*exp (-x/lambda)+lambda./x) .*(x > = 1 & x <
= 10);

° plot (x, f)

©® N o o »

Skillnader mellan fordelningarna?
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Multivariat normalférdelning

Den multivariata normalférdelningen bestims av fem parametrar

Ux, O0x, Hy, 0Oy, P,

dar py, ity €R, ox,0y € (0,00) och p € [—1,1]. Foljande kod ritar
upp den simultana tathetsfunktionen

1 %% Multivariat normal
2 mux = 0; muy = -2; sigmax = 1; sigmay = 4; rho = 0.7;
3 plot_mvnpdf (mux, muy, sigmax, sigmay, rho)

Vi testar att variera parametrarna. i, och iy &r vintevdrdena i x- och
y-led, ox och oy &r standardavvikelserna i x- och y-led och rho ar
korrelationskoefficienten.
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Simulering av slumptal

Vi ska undersdka hur MATLAB kan anvandas for att generera slumptal.
Foljande kod genererar N stycken Exp(1/10)-férdelade slumptal, ritar
upp ett histogram av slumptalen samt plottar den sanna
tathetsfunktionen for Exp(1/10) ovanpa histogrammet som jamforelse.

1 %% Simulering av slumptal

2 mu = 10;

3 N = le4;

4 y = exprnd(mu, N, 1); % Genererar N exp-slumptal

5 hist_density (y); % Skapar ett normaliserat histogram
6 t = linspace(0, 100, N/10); % Vektor med N/10 punkter

7 hold on

8 plot (t, exppdf(t, mu), 'r') % 'r' betyder rod linije

[ hold off

Upprepa simuleringarna. Variationen i histogrammet beror pd att olika
slumptal dras varje gdng, men att férdelningen 3r densamma.
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Stora talens lag

Stora talens lag sager att for oberoende, likaférdelade stokastiska
variabler X1, X5, ..., s& géller det att

1 n
S, = fZX,-—> E[X1], d& n— oo,
niz1

Vi ska nu undersdka denna konvergens genom att simulera de stokastiska

variablerna X; (som vi hér |ater vara exponentialférdelade) och studera
beteendet hos medelvirdet S,,.
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Stora talens lag

En illustrerande simulering

1 %% Stora talens lag

2 mu = 0.5;

3 M = 500;

4 X = exprnd(mu, M, 1);

5 plot (ones (M, 1)xmu, 'r—.")

6 hold on

7 for k = 1:M

8 plot (k, mean(X(l:k)), 'b.")

9 if k ==

10 legend('Sant \mu', 'Skattning av \mu')
11 end

12 xlabel (num2str(k)), pause(0.001)
13 end

14 hold off

Punkten med x-vdrde k &r en skattning av medelvirdet av k
exponentialférdelade stokastiska variabler. Som férvantat s& konvergerar
medelvdrdet mot vantevardet y = 0.5.
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Monte Carlo-simulering av vantevarden

Antag att vi vill bestimma vintevardet av antalet 6gon som kommer upp
vid kast med en sexsidig tirning. Detta ar inte svart att berdkna for hand,
men det gar ocks3 att kasta tarningen manga génger och sedan rdkna ut
medelvirdet av dessa kast. Om X7, Xo, ..., X, ar likafordelade med
vantevarde y sa giller enligt Stora talens lag i Blom att

1 n
Pll=) Xi—ul<e]—1
(ERED
for varje € > 0 ndr n — oo. Att anvdnda detta samband och en
slumptalsgenerator for att berdkna vantevarden kallas for Monte
Carlo-metoder.

Idén bakom Monte Carlo-metoder har funnits i matematiken &tminstone
sedan 1700-talet, men synen kom att férdndras under andra halvan av
1900-talet d& det blev méjligt att utfora stora berdkningar. Under
1940-talet utvecklade Stanislaw Ulam och John von Neumann metoder
for att gora dessa “tarningskast” med hjalp av dator. Arbetet var kopplat
till Manhattanprojektet vars syfte var att ta fram den forsta
atombomben. Metoden namngavs efter casinot Monte Carlo i Monaco.
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Monte Carlo-simulering av vantevarden

Ett forsta exempel

Antag att U &r en stokastisk variabel som &r likformigt férdelad ver
intervallet [0, 277]. Om vi vill berikna E[sin?(U)], s& kan vi gora detta
analytiskt med hjalp av definitionen som

2r 1 2 — 2
Elsin2(U)] = /O sinz(x)ﬂdx:/o %dx

X sin(2x) 2 1

47 8 |, 2

men vantevardet kan ocksd berdknas med Monte Carlo-metoder med
féljande kod.

%% Monte Carlo, del 1
N = 1le5;
U = rand(N, 1)*2«%pi;
mean (sin (U) ."2);

A W N R

Resultatet blir ndra 1/2, men varierar ndgot fran gang till gang.
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Monte Carlo-simulering av vantevarden
Ett svarare exempel

Fordelen med Monte Carlo-metoder &r att de kan anviandas dven for
vantevarden som ar svéra att berdkna exakt. Lat exempelvis X och Y
vara oberoende stokastiska variabler dir X € Exp(4) och Y € N(0,1).

Vintevirdet E[eX (V)] ges d& av
E[eXcos(Y)] _ / / excos(y) fX'y(X,y)dde
0 —o0

_ /OO/OO e><cos(y)%ef></4 1 efy2/2dydx,
0 —0

V2n

vilket dr en ratt knepig integral.

Thomas Onskog Demonstration av laboration 2, SF1901



Monte Carlo-simulering av vantevarden
Ett svarare exempel

Med Monte Carlo-metoder berdknas vantevirdet med féljande kod. Vi
simulerar slumpvariabler X1, ..., Xy och Y1, ..., Y fran Exp(4) respektive
N(0,1). Vi bildar sedan Z; = eXi<%s(Yi) och bersknar Z

% Monte Carlo, del 2

N = le5;

X = exprnd(1/4,N,1);
Y = randn (N, 1);

mean (exp (X.*xcos (Y)));

oo

oA W N K

Om vi upprepar simuleringen av vintevirdet, s& kommer resultatet att
variera, men vara nara det korrekta vardet. Om vi 6kar N, s& kommer
variationen hos uppskattningarna av vantevirdet att minska.
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Monte Carlo-simulering av talet 7T
Bakomliggande teori

Vi ska nu anvinde Monte Carlo-metoder for att bestamma ett
approximativt varde p3 talet 7t. L&t U och V vara tva oberoende
stokastiska variabler som &r likformigt férdelade pa [—1, 1]. Paret (U, V)

antar virden i [—1,1] x [—1, 1] och kan ses som punkter i en kvadrat i
planet. Sannolikheten att punkten (U, V) hamnar i enhetscirkeln &r
arean av enhetscirkeln s
P(VU?+V2<1) = =_.
( +Vis) arean av kvadraten [—1,1] x [-1,1] 4

Vi kan skatta 71 pa foljande satt. Vi simulerar forst ett stort antal punkter
(U, V1), (Us, V), ..., (Un, V). For varje punkt (U;, V;) kontrollerar vi
om \/Ui2 + \/,-2 < 1 och berdknar andelen punkter som hamnat i
enhetscirkeln. Eftersom

Antal punkter som hamnat i enhetscirkeln
N

dd N — oo, s giller det for stora varden pd N att

|

—)P( U2+V2§1):Z,

4 - Antal punkter som hamnat i enhetscirkeln
~
~ .
N




Monte Carlo-simulering av talet 7t

Kod fér simulering

Foljande kod genererar N punkter (U;, V;), plottar dem i planet samt
berdknar motsvarande skattning av virdet p& 7. Vi kor koden nagra
ganger for olika val av N.

1 %% Monte Carlo, del 3.14

2 N = le2;

3 U = 2+rand(1,N,1)-1; % Genererar U(-1,1)-ford.
slumptal

4 V = 2+rand(1,N,1)-1;

5 plot (U,V,'0"), hold on % Plottar de genererade
punkterna

6 X =-1:0.01:1;

7 plot (X,sqrt (1-X.7%2),'r") % Plottar enhetscirkeln

8 plot (X, -sqgrt (1-X."2),'r")

9 Z = (sgrt(U.”2+VvV."2)<1l); % Beraknar narmevarde pa pi

10 pi = 4+mean(Z);
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Centrala gransvardessatsen

Koden nedan simulerar exponentialférdelade slumptal och summerar
sedan dessa.

for k = 1:N
hist(S(:, k), 30)
xlabel (num2str (k))
pause (0.1)

end

1 %% Centrala gransvardessatsen
2 M = 1le3;

3 N = 40;

a mu = 5;

5 X = exprnd(mu, M, N);

6 S = cumsum(X, 2);

7

8

°

R
H O

Talet N anger hur m&nga exponentialférdelade slumpvariabler som vi
summerar. For N = 1 f&r vi en exponentialférdelning och for stora varden
pad N s& kommer summorna att vara normalférdelade (enligt CGS). Vid
vilket N ser det ut som att det inte gor ndgon skillnad att cka N7
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Simulering av konfidensintervall

Ett konfidensintervall med konfidensgrad 1 — « for en (okdnd) parameter
u innehéller det sanna p med sannolikhet 1 — «. Vi ska forsoka forsta
innebdrden av detta begrepp med hjilp av simuleringar. Koden p& nista
sida anvdnder n = 25 oberoende observationer fran N(2, 1)- férdelningen
for att skatta ett konfidensintervall for vantevardet med konfidensgrad
95%. Detta upprepas 100 g&nger s vi har 100 konfidensintervall. Vi
forvantar oss att 95% av dessa intervall inneh&ller den sanna parametern?
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Simulering av konfidensintervall

De horisontella strecken visar de 100 olika konfidensintervallen och det
vertikala strecket motsvarar det sanna vérdet pa parametern p. Vi kor
simuleringarna ndgra ganger och ser att antalet intervall som innehéller
det sanna vardet p& p varierar frén gang till gang.

Vi varierar dven y, 0, n och a (en i taget) och ser hur de olika
parametrarna paverkar resultatet. En féréndring av p skjuter
konfidensintervallen i sidled, en &kning av o eller & gor intervallen langre,
medan en 6kning av n gor intervallen kortare.
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