HUVUDSAKLIG TEORI FRAN OVNINGAR SF1901 Sannolikhetsteori och statistik

Ovning 1 Sannolikhetsteorins grunder

Tva handelser A och B ir disjunkta om {A N B} = (), det vill siga att snittet inte innehaller nigra
element. Om vi har en mangd handelser Ay, Ay, As, ..., Ay, vilka ar parvis oforeneliga, innebar detta

att {A;NA;} =0 for j #1i.

Kolmogorovs axiomsystem
1. Axiom 1: For en hindelse A C Q, géller 0 < P(A) < 1.
2. Axiom 2: For utfallsrummet 2 giller, P(Q2) = 1.

3. Axiom 3: Additionsformeln: om Ay, As, As, ..., A, ar en andlig, eller upprakneligt oandlig, foljd
av disjunkta handelser sa &r P(A; UAsUA3---UA,,) = P(A1)+P(A2)+---+ P(A4,). Dirmed
fas for tvd disjunkta héndelser som bekant att: P(A U B) = P(A) + P(B), ty deras snitt ar
tomma mangden.

Additionssatsen for tva godtyckliga mangder A C Q2 and B C 2 galler
P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB)

Ur detta foljer Booles olikhet
P(AUB) < P(A)+ P(B).

Ty om A och B disjunkta fds P(AN B) = 0, och om de ar icke-disjunkta fias P(AN B) > 0.

De Morgans regler ir hjidlpsamma d3 man ska hantera komplement eller snitt/unioner av ett flertal
handelser. De ar
(AnB)*=A*"UB*, (AUB)*=A"NB*

AN(BUC)=(ANB)U(ANC)
AUu(BNC)=(AuB)N(AUC(C)

Den klassiska sannolikhetsdefinitionen lyder: Vid likformigt sannolikhetsmatt ar sannolikheten for en
handelse lika med kvoten mellan antalet for handelsen gynnsamma utfall och antal mojliga utfall.

Dar likformigt sannolikhetsmatt innebar att P(w;) = 1/m, ¢ = 1,2,...,m. Ett exempel 3r ett
tarningskast, har fas utfallsrummet Q = {w;,ws, w3, wa,ws,ws} = {1,2,3,4,5,6}, dar alla utfall har
samma sannolikhet att intrdffa och d3 fas att P(w;) = 1/6, da vi har m = 6.

For teori kring kombinatorik vanligen se kursboken eller forelasningsanteckningar.
f)vning 2 och 3 Betingade sannolikheter, oberoende handelser

Betingade sannolikheter, 13t A och B vara tva handelser, den betingade sannolikheten for B, givet
A motsvarar P(ANB) P(BNA)
N N
P(B|A) = =

= "5a = )
Om P(A) = 0 later vi ovanstdende sannolikhet vara obestdmd. ldén bakom betingade sannolikheter
ar att om vi vet att handelsen A intraffat s3 befinner vi oss i ett mindre och mer begransat utfall-
srum, saledes "normerar” vi alla sannolikheter med 1/P(A) for att summan av alla sannolikheter i A
ska motsvara 1, i enlighet med Kolmogorovs andra axiom. Man kan tanka att P(A) = P(A|Q) =
P(ANQ)/P(Q) = P(ANQ) = P(A), d.vss. att vi implicit betingar pa hela utfallsrummet da bara
sannolikheten for A soks.

Betingade sannolikheter uppfyller axiomsystemet: P(B*|A) = 1 — P(B|A), da axiomsystemet sager
att
P(Q) = P(BUB")={B och B* disjunkta} = P(B) + P(B*) =1
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Lagen om total sannolikhet lyder: Om handelserna Hy, Ho, ..., H, ar parvis oforeneliga och
U2 H; =, alltsd att handelserna tacker hela utfallsrummet, galler for varje handelse A C 2 att

P(A)=P(A0H1)+P(AHH2)+-~-+P(AﬂHn):zn:P(AmHi):

i=1

= {anvand formeln for betingad sannolikhet} = ZP(A|H1)P(HZ)
i=1
Tolkning av detta ar att vi delar upp forsoket da A kan intraffa i n delfall, motsvarande Hy, Ho, ..., H,,
dar P(A|H;) ar sannolikheten att A intraffar i varje delfall. D3 fas P(A) som summan av snitten mellan
A och vardera H;, vilket kan uttryckas i termer av betingade sannolikheter.

Utifran formeln for betingade sannolikheter och LOTS, lagen om total sannolikhet, kan vi formulera

B
ayes sats o P(ANH;)  P(A|H;)P(H;)
) = =5y = S, PlalH) Pl

Ovning 4 Diskreta stokastiska variabler

En stokastisk variabel betecknas ofta med en stor bokstav, ex. X eller Y. Den stokastiska variabeln
X ar en funktion frdn Q@ — R, det vill saga fran utfallsrummet till reella linjen.

Det mest allmanna sattet att beskriva hur X varierar ar genom dess fordelningsfunktion, vilken ges
utav P(X < z); som ofta forkortas till Fix(z) = P(X < x). Tre viktiga egenskaper hos fordelnings-
funktioner ar att

1. De &r icke-avtagande, d.v.s. om z <y = Fx(z) < Fx(y).

2. Hogerkontinuerlig, vilket kan tolkas som att det inte finns ndgra "hopp” om man narmar sig
gransvardet fran hoger (om det finns ett sddant).

3. Samt att F;(x) — 1 ndr x — oo, och Fy(x) = 0 nar x — —oc.

Diskreta stokastiska variabler antar varden i diskreta utfallsrum. Ett exempel pa en diskret stokastisk
variabel ar: Vi satsar pengar da vi singlar slant. Sdg att vi satsar 100 kronor pa att fa klave, sa att vi
darmed far betala 100 kronor om det blir krona. Vi ser alltsa att vart utfallsrum ges utav

Q = {wy,ws} = {krona, klave}

Om vi later den stokastiska variabeln X motsvara den vinst vi gor fas att

—100, omuw =uw;
(w) = B
100, om w = ws.

Detta ar ett konkret exempel pad hur en stokastisk variabel mappar mellan utfallsrummet och den reella
linjen.

Vidare har vi att
Pla<X <b)=P(X <b)—P(X <a)=Fx(b) — Fx(a).
Notera dock att for en diskret stokatiskt variabel har vi att
Pla<X<b)#Pla<X<b)=Pla<X<b)+P(X =a),

dar
) P(X<xz)=Y» P(X =k).
k<z
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Ofta forkortas P(X = k) till px(k), som kallas sannolikhetsfunktionen fér X. Fran Kolmogorvs
axiom har vi darefter att

e px(k) >0, Vk.

® > ieaPx(k) =1

e P(X>b)=1—Plxa<b)=1-Fx(b), beR.
Det finns ytterligare tva matt som beskriver egenskaperna for var stokastiska variabel X, och det ar dess
vantevarde och varians. Vantevardet kan lost tolkas som tyngdpunkten for sannolikhetsfunktionen,

och variansen som ett matt pa hur mycket X sprider ut sig kring sitt vantevarde. Vi har att vantevardet
for en diskret s.v. X motsvarar

p=E[X]=) k-px(k).
keQ

Vantevardet har linjara egenskaper och siledes fas att
ElaX 4+ b] = aE[X] + .
Variansen for en diskret s.v X motsvarar
0? = V(X) = E[(X — p)?] = {efter utveckling av uttrycket och férenkling fis} = E[X?] — (E[X])?
. Vidare har vi att

Elg(X)] =) gklpx(k) — EX’]= Y Kpx(k).

ke keQx

Ytterligare ett matt pa spridning &r standardavvikelsen: 0 = D(X) = /V(X).

Variansen har, till skillnad frin vintevirdet, inga linjara egenskaper utan: V(aX +b) = a?V(X).
Konstanten b forsvinner fran uttryycket da den endast forskjuter fordelningen i sidled, och inte paverkar
dess spridning.

Négra exempel pa diskreteta fordelningar ar:

e Poissonfordelning: Anvands ofta for att beskriva antalet handelser som intraffar, oberoende av
varandra, under ett givet tidsintervall. En Poissonfordelad variabel antar positiva diskreta varden.
Man betecknar att X € Po()), dar A ar fordelningens parameter, tillika vantevéarde. Ofta kallas
A intensitet.

e Binomialfordelning: Lat oss beteckna antal lyckade forsok i ett experiment med den stokastiska
variabeln X. Vid n oberoende upprepningar av ett och samma forsck, dar vardera forsok har en
sannolikhet p att lyckas, sdgs X var binomialférdelad. Detta betecknas med X € Bin(n, p).

e For forsta gangs-fordelning: Betrakta ett oberoende forsok, sddant att ett visst resultat up-
ptrader med en sannolikhet p vardera gang forsoket utfors. L3t X vara antalet gdnger man
upprepar forsoket innan resultatet upptrader. Givet detta, sd vet vi att X ar for forsta gangs-
fordelad, X € ffg(p).
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f)vning 5 Kontinuerliga stokastiska variabler

Kontinuerliga stokastiska variabler antar varden i ett kontinuerligt utfallsrum. Vi kan, i likhet
med diskreta s.v., karakterisera en kontinuerlig stokastisk variabel med hjalp av dess férdelnings-
funktion

F.(x)=P(X <x)= /j fx(t)dt,

och utifran denna kan vi definiera variabelns tithetsfunktion f,(z) = 4L (Fy(xz)). For kontinuerliga

s.v sd kan man tanka att vi fordelar ut sannolikhetsmassan 1 pa reella linjen i €2, enligt tathetsfunktionen
fx(x). Och sannolikheten att X antar virden inom ett intervall A motsvarar:

b
P(XeA)= /Afx(x)dx — Pla< X <b) :/ fx(x)dx.

Har ser vi alltsd sannolikheten som integralen av var sannolikhetsmassa, Over intervallet av intresse.
Sannolikheten att X antar ett distinkt varde motsvarar allts3d 0 eftersom det blir arean under en punkt
och inte under ett intervall. Vidare har vi, fran Kolmogorov, att fx(z) > 0 ochatt [, fx(z) = 1.

Sasom for diskreta s.v. kan vi berdkna vdntevarde, standardavvikelse och varians av var kontinuerliga
sv X

w= E[X] :/ x fr(z)dx
Qx
och standardavvikelsen ges av 0 = D(X) = /V (X)) dar variansen V(z) ges av

0 = BIX?] - (BIX])* = {E[g(X)] -/ g(X)fX<x>dx} - [ e ( /| xfw(x)d$)2

f)vning 6 Flerdimensionella stokastiska variabler

En tvadimensionell stokastisk variabel, (X,Y’) karakteriseras ocksd av dess fordelningsfunktion
Fxy(z,y) = P(X <z,Y <y)=P(X <znY < y). For diskreta tvadimensionella stokastiska
variabel fas foljande sannolikhetsfunktion, dd X och Y antas anta diskreta heltalsvarden:

pXY(JVk):P(X:jﬂyzk):P(X:]mYZk)V j?k:0’172737"‘

Séledes kan vi formulera fordelningsfunktionen sasom:

Fxy(z,y)= Y pxy(jk)

Jj<z,k<y

Om vi vill berdkna sannolikheten att (X,Y") antar virden i en delmdngd A C Qxy berdknar vi detta
pa foljande vis

P(X,Y)eA) = Y pxv(ik)
(J,k)eA

Som innan har viatt > .o D heq, Pxv(j, k) =1ochatt 0 <pxy(j, k) <1, Vi k € Qxy.

For en kontinuerlig tvadimensionell stokastisk variabel har vi att fordelningsfuntionen motsvarar

T y
Fyy(e,y) = P(X <Y <y) = / / Py (2, y)dyda,

dar fxy(x,y) ar tathetsfunktionen for (X,Y). Vi har att f(z,y) >0, Vz,y € Qxy och
foXY f(z,y)dzdy = 1, dvs att tathet dr en positiv storhet och vi kan tolka att den totala sanno-
likhetsvolymen under fxy (x,y) motsvarar 1.
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Om vi har fordelningsfuntionen och vill erhdlla tathetsfuntionen gor vi det pa foljande vis:

O (Fxy (z,y))

fXY(x7y): axay ;

vi deriverar alltsd med avseende pd bade X och Y.

Om den simultana férdelningen fxvy (z,y) ar given, kan man aterfd fx (x) respektive fy (y) genom att
"marginalisera”, vilket innebar att man integrerar bort en av variablerna, pa foljande vis

i) = [ fevlesdy, respektive fyl) = [ vt
For oberoende stokastiska variabler kan man erhdlla den simultana tathetsfunktionen enligt:
fxy(@,y) = fx(@) - fr ()
och om X och Y ar oberoende fas att
PXeC)YeD)=P(XeCnYeD)=PXeC)P(Y D), VDCQx,VC CQy.

Utifran ovanstdende resomenang fas redskap dd man ska behandla fordelningen for max och min
av oberoende stokastiska variabler. Sag att X; och X5 ar tvd oberoende stokastiska variabler, vars
fordelningar ar kanda. L3t oss sedan bilda en ny stokastiska variabel

Y = max(X;, Xo).
Vilken fordelning har Y'? Detta kan vi svara pa genom
Fy(y) = P(Y <y) = P(max(X1,X3) <y) = {Om den storsta < y, dr bdda < y} =
= P{X; <y}n{Xs <y}) ={Xi och X5 ir oberoende} = P(X; < y)P(X2 <y) = Fx,(y) - Fx,(y)
D& vi kanner till fordelningarna for X7 och X5, kan denna sannolikhet enkelt berdknas.

Om vi istéllet har U = min(X;, X5) kan vi bestamma fordelningen for U genom

Fy(u) = P(U <u) = P(min(X1, X)) <u)=1-P(min(X1,X2) >u) =

{Om den minsta &r storre &n u, ar bada storre in u} = 1 — P({X; > u} N {Xy > u}) =

{X1 och X5 ir oberoende} =1 — P(X; > u)P(X2 >u) =1— (1 — Fx, (u))((1 — Fx,(u)).

Sammanstallt av: Hanna Fredenklo Jansson



