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PLAN FOR DAGENS FORELASNING

v

Statistisk inferens — Gversikt (rep.)

v

Punktskattningar (rep.)
Intervallskattning (Kap. 12.2)

» Exempel i situationer med normalfordelade data: intervall for
vantevarde nir standardavvikelsen &r kénd resp. okand. (Kap. 12.3)

v
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STATISTISK INFERENS — KONSTEN ATT DRA
SLUTSATSER (REP.)

» Sannolikhetsteorin: Hur beskriver man slumpen med hjilp av
sannolikhetsmodell?
» Statistikteorin: Vilka slutsatser kan man dra av ett datamaterial?
> Vi har skaffat oss ett stickprov av observationer xi, ..., x, av
oberoende s.v. Xi,..., X, genom experiment. Férdelningen for X
beror av en okidnd parameter, 6.
» Vi vill utnyttja stickprovet (data) fér att uppskatta
férdelningsparameter 6.

» Exempel:
1. Uppskatta medelhastigheten hos hela populationen bilar som
passerar korsningen: 6 = y = E(X).
X; &r hastighet hos bil i. Data: x; = 65, x =50, ..., x73 = 56.

2. Hur stor dr den férvantade andelen fortkorare?
6 = p = P(X > 50). Data: y = 41.
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STATISTISK INFERENS — OVERSIKT (REP.)

> Punktskattning:

Hur gér man en bra uppskattning av en okand storhet
(parametervirde)?
Hur vet man att uppskattningen &r bra?

> Intervallskattning:

Bestamma istillet ett intervall som innehaller det sanna (verkliga)
parametervirdet med givet (stor) sannolikhet, t ex 0.95.

» Hypotesprovning:
Om uppskattningen blev 0.013, kan det sanna parametervirdet dnda
vara 0.017
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PUNKTSKATTNING: (REP.)

>

Forts. pa exempel. Modell: Vi har X; som hastighet hos bil i dar
E(X;) = p och V(X;) = 0. Alla X; antas vara oberoende och lika
fordelade for i =1, ..., n dar n = 78. Om vi dessutom antar att X;
ar normalférdelade ska det ocksa anges: X; € N(y,tf), X; ar
oberoende for i =1,...,n, n = 78.

Vi skattar fordelningsparametern 8 med hjalp av nagon lamplig
funktion 6*(x) av stickprovet x = (x1,..., Xn).

6*(x) (ofta skrivs som 6%, (x)) kallas for en skattning av 6.

Funktionen 6*(X) av motsvarande stokastiska variabler
X = (X1,...,Xp) kallas for skattare av 6. 0*(X) ar ocksa en
stokastisk variabel med t. ex. fordelning, vantevarde och varians.

Skilj pad 6 som &r en parameter, dvs okant tal, och 0* som ar dess
skattning. Skattningen varierar med stickprovet, det gor inte 6!

Tolkning: Férdelning for 0 (X) talar om vad skattningen kunde

blivit istdllet, om vi gjort om experiment, t ex mater hastighet hos
78 nya bilar.
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EGENSKAPER HOS PUNKTSKATTNINGAR (REP.)

v

Onskvirda egenskaper. En skattare bér vara
» vintevirdesriktig, (skattar den rétt sak?). E(6*(X)) =6,
> effektiv, (hur osiker den dr?). V(6*(X)) &r s& liten som mgjligt, och
> konsistent, dvs P(|0} — 6| > ¢) — 0 d3 n — oo. Skattningen blir
battre ndr man har fler observationer.

Ett problem kan uppstd nar man vill ange osdkerheten i en skattare
med hjélp av standardavvikelse/varians &r att denna kan berd av
nagon okdnd parameter. For att ange osdkerhet numeriskt maste
dven standardavvikelsen skattas. Detta kallas for medelfelet och
kommer till stor anvandning vid berdkning av konfidensintervall.

Def: Medelfelet for skattningen 6* &r en skattning av
standardavvikelsen D(6*(X)) och betecknas med d(6*).

Exempel pa tavlan.
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MK OCH ML SKATTNINGAR (REP.)

» Minsta-kvadrat metoden, MK:

Om E(X;) = u;(0) sé fas MK-skattningen av 6 genom att minimera

forlustfunktionen
m

Q(0) = ) (xi — i(6))

i=1
med avseende pa 6.
» Maximum likelihood-metoden, ML:

ML skattningen av 6 fas genom att maximera likekihood-funktionen
L(6) med avseende pa 6

L(6) = Pxy. X, (X1, Xn: 0) diskreta fallet
| fx,.x, (X1, ..., xn; 0)  kontinuerliga fallet

» Tolkning av ML-metod: vilj det parameterviarde som ger hogst
sannolikhet fér de givna matvérdena.
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INTERVALLSKATTNING

>

En punktskattare ger endast ett varde, sjilva skattningen av okidnd
parameter!
D(6*) och d(6*) ger en uppfattning om osakerheten i skattningen
men det ar ofta svart att tolka exakt vad den betyder i en praktisk
situation.
Vi skall nu ytterligare precisera ett matt pa den osdkerhet slumpen
bidrar med nar det vi férsoker skatta parametrar.
| ménga situationer &r man inte ndjd med att bara ge en
punktskattning av en parameter 6, t ex
pH-virdet uppskattas till * = 5.7,
utan man skulle fa
pH-vardet ligger med 95% sikerhet mellan 5.3 och 6.1, eller
pH-véardet dr med 95% sikerhet minst 5.4.
Ett intervall av denna typ kallas ett konfidensintervall.
Syfte: Att fa numeriskt intervall dar 6 ligger med f&reskriven
sdkerhet.

Vi méste ocksd precisera uttrycket med 95% sakerhet.
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INTERVALLSKATTNING (FORTS.)

> Def: Lat x = (x1,..., x,) vara utfall av ett slumpmissigt stickprov
X=(Xi,..., Xp) vars fordelning beror av en okdnd parameter 6
och 13t 0 < a < 1. Ett intervall,

lp = (a1(x), a2(x))

kallas ett konfidensintervall fér 8 med konfidensgrad 1 — a om den
innehaller 8 med sannolikhet 1 — «, dvs

P(al(X) <f< 32(X)) =1—-ua.

» Konfidensgrinserna, aj(x) och ax(x) &r observationer av
stickprovsvariabler, a1 (X) och ax(X). Ett konfidensintervall
lo = (a1(x), a2(x)) kan alltsd betraktas som en observation av ett
intervall med stokastiska granser.
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INTERVALLSKATTNING (FORTS.)

» Vanliga varden for konfidensgrad 1 — a &r 0.95,0.99 och 0.999.
Tolkning: om man da pastar att konfidensintervallet innehéller 6,
|I6per man en risk pd 0.05, 0.01 respektive 0.001 att gora ett
felaktigt uttalande.

» Frekvenstolkning: Antag att man gang pa gang skulle kunna
upprepa insamlingen av stickprov och varje géng ta fram, sig ett
tvasidigt 95% intervall. | det langa loppet skulle andelen 0.95 av
intervallen ticka over det okdnda parameter varde 6, medan
aterstdenden skulle missa det. Exempel av simuleringar ges i Lab 2.

» Om bada granserna dr dndliga kallas intervallet tvdsidigt.

» Ett ensidigt konfidensintervall ges av
P(a1(X), 00) =1—ua,

eller
P(—00, a(X)) =1—a.
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ALLMAN METOD FOR KONFIDENSINTERVALL

> Borjar med exempel pa tavla.

» Konstruktion av konfidensintervall for en okand parameter 6 kan
beskrivas i foljande steg:

1. Skriv upp parameter att skatta () och hitta punktskattare
0*(X1,..., Xn).

Bestam punktskattares fordelning.

3. Transformera punktskattare till en ny s.v. vars férdelning inte beror
p3 nigra okinda parametrar, dvs till en pivotvariabel 1.

Stang in den transformerade s. v. mellan kvantiler.

5. Skrivom till ly = (a1(x1, ..., xn), a2(x1, ..., Xn)).

N

e

LPivot=svingtapp eller gruntbult,
grunden som resten av ndgot vilar pa.
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TILLAMPNING PA NORMALFORDELNINGEN: Iy DA ¢ AR KAND.

» L&t xq,...,xp vara ett slumpmissigt stickprov fran N(p, o), dvs x;,
i=1,...,n 3r observationer av de oberoende s.v. Xq,...,X,, dar
X; € N(u,0). Vi ar intresserade att stilla upp ett 1 —a
konfidensintervall for vantevardet u. Antag att o ar kand.

1. En punktskattare av p &r u*=X=y",X; (ML skattning.)
2.y =Xe N(u, \%), dvs E(p*) = p och D(p*) = %
3. Enligt sats 6.1 ar
[
D(u*) — /f

dvs en pivotvariabel.
4. Vi utnyttjar egenskaper av N(0, 1)- férdelning fér att bestimma

kvantiler <
_ ATH —1_
P ( /\a/2 < D(]/l*) < Azx/2) 1 o

5. Omforma olikheten till konfidensintervallet for u

€ N(0,1),

b= (5£00/2D06)) = (2 A2 72 )
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TILLAMPNING PA NORMALFORDELNINGEN (FORTS.) : l DA 0 AR OKAND.

» Nir o dr okdnd s§ dr D(u*) = 0/+/n ocksd okind och intervallet
= (X £ Ay/2D(p*)) blir ej anvandbart.

> Losning:
1-3. Vi ersitter D(u*) med skattare d = S/\/n (medelfelet) dar

5_\/ 11i(x,-—>‘<)2

n—

och anvinder istéllet en pivotvariabel

W X—p B
T= a0 —5/ﬁ€t(n 1).

4-5. Kvantiler for T fas nu fran t-férdelningen, dvs —t,,»(n — 1) och
ty/2(n—1) (se mer om t-férdelning i Kap. 12.3). Omforma

P (—ta/z(n— 1)< % < tya(n— 1)) —1-a

till /, pd samma sdtt som ovan.
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KONFIDENSINTERVALL FOR H: SAMMANFATTNING

» L&t xq,...,x, vara ett slumpmassigt stickprov fran N(y, (T) dar u ar
okand. Da

om o ar kand:

_ _ o
I]" = (XiAlX/2D(}l*)) = (XiAlX/ZW) ,
om o ar okand:

b= (%% tya(n - 1)d(u")) = (u oyl — 1)%) ,

dar kvantilerna ges av

> Ays2 ar N(0, 1)-férdelnings a/2-kvantil (se Tabell 2)
> ty/2(n—1) &r t-férdelnings a/2-kvantil (se Tabell 3)
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t-FORDELNING
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FIGUR: Tathetsfunktion fér t-férdelning med v = n — 1 frihetsgrader.
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