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PLAN FOR DAGENS FORELASNING

> Icke-parametsriska metoder. (Kap. 13.10)
Det grundlaggande X2—metod.

v

v

Test av given fordelning.

v

Test av fordelning med skattade parametrar.

v

Homogenitetstest.
Oberoendetest.

v
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ICKE-PARAMETSRISKA METODER.

» |dé: | foregdende avsnitt studerade vi parametrisk statistisk inferens,
dvs inferens om parametrar i for ovrig helt kinda fordelningar, t ex
N(p,0), eller Po(A). Nu ska vi gd igenom ett antal metoder som dr
av mer allman natur, vi ska beskriva testsituationer dar man ar
intresserad att specificera vilken fordelningen ar.

» Har ar hypoteserna inte bara utsagor om en parameter utan om en
hel fordelning: t ex man kan vara intresserad att testa

Ho : X € Po(A) for nagot A,

mot Hy : X &r inte Poissonférdelad.

» Vi kommer att behandla ett antal olika fall dir si-kallad x2-metod
anvands. Vi inleder med grundldggande idé inom xz—metod.
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TEST AV GIVEN FORDELNING.

> Antag att n st. oberoende forsok utfors, av vilka vart och en kan
utfalla pd r olika sdtt A1, A>..., A, med sannolikheterna respektive
P(A1),P(A2),...,P(A;).

» Lat vidare xq, x2, ..., x, vara de absoluta frekvenserna for utfallen
A1, Az ..., A; som erhdlls i en viss sddan serie, }y.F_; x; = n.

> Vi vill prova

Ho: P(A1) = p1, P(A2) = p2, ..., P(Ar) = pr,

dar p; ar givna (kdnda) sannolikheter med summa Y. ; p; = 1, mot
den alternativa hypothesen

Hi: P(A;) #p; for minstettibland1...,r.

» Observera att p; ar sannolikhetsfunktion, dvs Hy ger hypotetsik
férdelning. Detta &r test av given férdelning. Ibland kallas ocksa ett
test av anpassning (engelsk: goodness-of-fit test).
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DET GRUNDLAGGANDE X2—METOD.
For att testa Hyg med X2 metoden anvander man féljande:

1. Som testvariabel tar man

ot = - (g —npy)?

j=1 npj

Observera att np; dr forvantat antal utfall i A; under Hp. Intuitivt: Laga
Qops.-varden tyder pd god Sverensstimmelse mellan x; och det
forvantade np; och da finns det ingen anledning att betvivla
nollhypotesen. Avvikelse frdn Hy visar sig genom stora Q,ps.-varden.

2. Om Hp ar sann (dvs de sannolikheterna p; &r ratta) sa kan man visa
att Qups. ar utfall av en s.v. Q som ar approximativt
x%(r — 1)-fordelad.
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TEST AV GIVEN FORDELNING (FORTS.)

3. Belutsregel:

Forkasta Hpom  Qups > )(g(r -1)
Forkasta ej Hpom  Qops. < x2(r —1)

Om n &r stort far detta test approximativt signifikansnivan a.
Villkor:

» Approximationen med x2-fordelning fungerar tillfredsstillande om
np; > 5, dvs det forvantade antaler obseravtioner i varje kategori far
inte vara for litet. Tumregel: np; > 5 forallaj=1,...,r.

> n maste vara stor.

Exempel pa tavlan.
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TEST AV FORDELNING MED SKATTADE PARAMETRAR

En mycket vanlig situation dr att man vill testa om data kan ses som
utfall frén en viss parametrisk fordelning, t ex Poisson-férdelning, dar man
inte vill specificera parametern virde. Har anvinds ocksi yx2-metoden.

> L&t x1,...,x, vara ett stickprov/data. Med hélp av detta vill vi testa
Ho: P(A1) = p1(0), P(A2) = p2(0), ..., P(Ar) = pr(0), for nagot0,

dar pj(6) i Ho ar sannolikheterna att fa A; under Hp.

» Okand parameter (parametrar) skattas med 0* = 0*(x,..., xp)
under antagande att Hp ar sann.
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TEST AV FORDELNING MED SKATTADE PARAMETRAR (FORTS.)

» Vidare jamfors x; med de skattade forvantade antalet
np; = np;(0*). Vi far testvariabel

*\2
r X — np;
Qobs.:Z<J j)

j=1

*

np;
» Under Hy ar Q,ps ett utfall av en s.v. Q som dr approximativt

x%(r — k — 1)-fordelad dir k &r antal skattade parametrar.

» Obs! Man forlorar en frihetsgrad i Q's x2-férdelning for varje
skattad parameter i nollhypotesens sannolikhetsfunktion.

> Exempel pa tavlan.
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HOMOGENITETSTEST
Vi vill testa om s forsoksserier ar homogena eller lika férdelade i
meningen att P(Aj) for varje j ar lika stora for samtliga forsoksserier.
Detta kan ocks3 testas med y2-metoden.

Anvandning: man kan t ex underséka om s stickprov kommer fran samma
fordelning, se Ex. 13.19, s. 346, Kast med tva tarningar.

> Antag att man erhdller s st. serier av n; st. oberoende obseravtioner
iserienri, i=1,...,s och bilda r kategorier. Det &r praktiskt att
presentera data i form av tabell:

H A1 A ... A, ant. forsok
Serie 1 X11 X12 - X1r nm
Serie 2 X21 X22 - X2r n»
Series || Xs1 X2 ... Xer Ns
Summa || x1 X1 ... Xr n
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HOMOGENITETSTEST (FORTS.)

» Vi vill undersdka om serierna i tabell (det samma som pa féregdende
sida) kan anses vara homogena, dvs testa hypotes Hy att samma
uppsattning av sannolikheterna

p1 = P(A1), p2 = P(A2), ...,pr = P(Ar)

forekommer i alla serier.

H A1 Ay ... A, ant. foérsok
Serie 1 X11 X12 - X1r n
Serie 2 X21 X292 - X2r np
Series || Xs1 Xs2 ... Xer ns
Summa || x1 X2 ... X, n

» Sannolikheterna p; &r helt ospecificerade.
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HOMOGENITETSTEST (FORTS.)

» For att préva homogeniteten anvinder vi x?- metoden och bildar

testvariabeln
Qobs 2 2

i=1j=1

,pj)

dar skattaningarna pf av sannolikeheter p; fds med

1i X.
= oY xy=d
ni3

» Observera att i Q,ps tolkar vi P* som p;*, .

» Tolkning: p; &r den basta skattningen av P(A;)-vardet som kan
bildas med de sammanslagna observationerna. Om Hy ar sann, dvs
homogenitet giller, kan ju serierna slds samman till en enda.
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HOMOGENITETSTEST (FORTS.)

» Under Hy ar Qups. utfall av testsvariabel Q som ar approximativt
x2((r—1)(s — 1)) (se Anm. 13.6 5. 345 for motivering till
frinetsgradantalet). Tumregel for god approximation: fér alla 7, j &r

Lk
n; 'j,obs. > 5.

» Beslutsregel blir alltsa:

Forkasta Hyom  Qps. > x2((r —1)(s — 1))
Forkasta ej Hyom  Qops. < x2((r —1)(s — 1)),

vid approximativ signifikans nivan «.

» Exempel: For att utvardera en ny undervisningsmetod delar man upp
studentrna pa en kurs i tvd grupper och laret en grupp undervisas
traditionellt och en med den nya metoden. Vid examination erhalls
foljande resultat (gamal betyg):
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Metod/Betyg || U G Vg | Totalt
Traditionell 32 46 22 100
Ny 18 52 32 102
Totalt 50 98 54 202

> Vi vill testa hypotes:

Ho : Metoderna ar likvardiga (med avseende p3 resultat)
Hq : Metoderna ar inte likvardiga.

» Vi anvinder x2-test dir vi jamfor de sex observerade frekvenserna
med de férvantade frekvenserna under Hp. Vi far

Qo — (32-1005%)% (46 —10055)% (22— 100555)2
obs. 50 98 52
1002% 1005 10023

(18 —1025%)2 (52— 10255)? N (32— 102355)2
1023% 10258 10224
202 202 202
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HOMOGENITETSTEST (FORTS.): EXEMPEL

» Observera att for att berdkna de forvantade frekvenserna, har vi
anvant alla marginalvarden i tabellen.

» For signifikansnivan & = 0.05 bor test/beslutsregel vara:

Férkasta Hy om Qups. > X3 05(2) = 5.9915.

» Slutsats:

Eftersom Qups. = 5.8263 < )(%_05(2) = 5.9915 sa forkastas inte Ho,
dvs det finns inte nagon signifikant skillnad mellan metoderna vid
approximativ nivin 5%.
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TEST AV OBEROENDE (AV TVA EGENSKAPER)

x3-test kan ocksa anvindas for att testa om tvs egenskaper (texAoch
B) &r oberoende.

» Antag igen att n st. oberoende forsok utfors dar varje forsok kan

utfalla pa sr olika satt. Utfall (7)), bet. med B;A;, dari=1,...,s,

Jj=1,...,rintréffar med (okdnd) sannolikhet pjj- Lat x;; vara
absoluta frekvenser for B;A;.

> Observera att } ;) ;i x;j =noch };} i p;=1

> Marginalsannolikheten fér varje A;, dvs for ndgot av de s satten
B1Aj, BoAj, ..., BsA; blir

S
P(Aj) =pj =} pj
i=1
och motsvarande for varje B;

,
P(Bj) = pi. =) pjj-
jas]
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TEST AV OBEROENDE (FORTS.)

» Idé: Vi vill testa hypotes att de tva egenskaperna, A och B &r
oberoende, dvs

Ho : pjj = P(BiAj) = P(B;j)P(A;) = pi.p; foralla(i,j)

mot
Hy:  pj # pi.p for nagot (i,))

» De marginalsannolikheterna p.; och p;. kan skattas frdn data som

1& 1<
* *
p,J- = - E Xij pP;. = — E Xjj-
n: n?:
=1 j=1
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TEST AV OBEROENDE (FORTS.)

» Vi bildar testvariabeln

r (xj — np;.p3)?

Qobs. = i Z

=a ey
vilket ar utfall av s. v. Q som &r x?((s — 1)(r — 1))-fordelad under
Ho.

» Samma tumregel som for god approximation: np;‘_p_*j > 5.

» Skillnaden mellan homogenitetstestet och oberoendetestet ar

> nollhypotesernas formulering och

> att vid homogenitetstestet dr radmarginalerna givna i férvag och
kolumnmarginalerna ar slumpmassiga, medan vid ett oberoende test
alla marginaler dr slumpmadssiga.
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TEST AV OBEROENDE: EXEMPEL

Forsakringsbolaget, ForSikra AB, vill undersoka om risken att raka ut for
en trafikolycka ar oberoende av forarens alder. Man valde darfor
slumpmassigt ut 1000 av sina bilférsakringar och registrerade personens
alder och antalet trafikolyckor under tiden mellan 2012-01-01 och
2012-12-31. Resultatet:

Antal olyckor | 18-21 ar 22-30 ar 31-40 & 41-50 &r 51-70 ar
0 162 251 179 118 30
1 49 41 22 24 4
2 eller fler 39 28 9 28 16

Undersdk med ett lampligt statistiskt test, pd nivan 1% om risken att
raka ut for en olycka dr beroende av aldern. Ett tydligt svar bor framga.
Svaret och den tillimpade statistiska metoden bor motiveras.

(Ex fran tenta 130528).
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TEST AV OBEROENDE: EXEMPEL (KONT.)

> Ett oberoendetest (avsnitt 14.3 i formelsamling) med hjélp av
x2-metoden. Vi utfor n oberoende forsok (hir: n = 1000) som kan
utfalla pd sr olika satt, dar i =1,...,r och j =1,..., s motsvarar
alderskategori respektive antal olyckor.

> Hp : Risken att rdka for trafikolycka och alder ar oberoende”,
mothypotesen H; &r att Hy inte galler dvs att risken att raka for
trafikolycka beror av aldern.

> Vi gor en en kontingenstabell med observerade antal olyckor (n&sta
sida)

Tatjana Pavlenko SF1901: Sannolikhetsteori och statistik, fls 14-15



Observerade antal

Antal olyckor | 18-21 &r 22-30 &r 31-40 4r 41-50 &r 51-70 ar || Total
0 162 251 179 118 30 740
1 49 41 22 24 4 140
2 eller fler 39 28 9 28 16 120
Total | 250 320 210 170 50 || 1000
Under Hp kan vi skatta marginalsannolikheterna for varje alderskategori
som 250/1000, 320/1000, 210/1000, 170/1000 och 50/1000. Det
férvantade antalet trafikolyckor inom varje alderskategori ges da som
740-0.25 = 185, 140 - 0.32 = 35 osv. | tabellform:
Férvantade antal under Hy
Antal olyckor | 18-21 &r 22-30 ar 31-40 ar 41-50 &r 51-70 ar || Total
0 185 236.8 155.4 125.8 37 740
1 35 44.8 29.4 23.8 7 140
2 eller fler 30 38.4 25.2 20.4
Total \ 250 320 210 170

Alla tal "inutitabellen dr > 5, vilket gor att Xz—approximationen a
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TEST AV OBEROENDE: EXEMPEL (KONT.)
» Teststorheten blir
(162 — 185)2 N (49 — 35)2 N (39 — 30)2
B 185 35 30
4-17)%2 (16 —6)?
(4-7?  (16-6)
7 6
Om Hp &r sann sa dr 53.6043 ett utfall fran en stokastisk variabel som
approximativt har en x?—férdelning med (5 —1)(3 — 1) = 8 fr gr.

+ = 53.6043.

> Eftersom Q = 53.6043 > x3 ;(8) = 20.1 s3 kan Hp fork. pa nivan 1%.
Data ger belagg for att risken for att rdka ut fortrafikolyckor beror av
aldern.

» Alternativt kan vi berikna sannolikheten att en y2-variabel ar stérre n
eller lika med 53.6043 (X2cdf pa en Tl-rdknare). Denna sannolikhet, dsv
p-vardet for testet, ar .2372e-09. Detta p-virde dr mycket lagt sa vi
forkastar Hp.

» Bade teststorheten och p-vardet fas direkt med funktionen 2-Tes -5
Tl-réknare.
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