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PLAN FOR DAGENS FORELASNING

v

Repetition av begrepp oberoende s.v. (Kap. 4.5)

v

Repetition av begrepp vantevarde och varians for diskreta och
kontinuerliga s. v. Flerdimensionella s.v. (Kap. 5.1-5.2)

v

Vintevirde for en funktion av flerdimensionell s.v. (Kap. 5.3, (c) )

v

Beroendematt: Kovarians och korrelation (Kap. 5.4, (c) )

v

Summa och linjarkombination: véntevirde och varians. (Kap. 5.5)
Stora talens lag (Kap. 5.6)

v
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OBEROENDE S.V. (REP.)

> Betrakta en tvadimenionell s.v. (X, Y) Intuitivt: man kan anse att
X och Y &r oberoende om handelserna {X € A} och {Y € B} ar
oberoende for alla méngder A och B. Detta leder oss till foljande

» Def: De s.v. X och Y kallas oberoende om
P(XeAYeB)=PXeAP(Y €eB)

for alla mangder A och B.
» Sats: De s.v X och Y ar oberoende om och endast om

Fx y(x,y) = Fx(x)Fy(y) forallaxochy,
eller
px.y(J, k) = px(j)py (k) forallajochk, for diskreta s.v.

fx y(x,y) = fx(x)fy(y) forallaxochy, for kontinuerliga s.v.
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FORDELNING FOR MAX OCH MIN (REP.)

» Sats: Lat Xj och X5 vara oberoende s.v. med fordelningsfunktioner
Fx, (x) respektive Fx,(x). Definiera U = min(Xy, X2) och
V = max(Xy, X2). D3 géller att
Fu(u) =1— (1= Fx (v))(1 = Fx,(u)),

Fv(v) = Fx (v)Fx,(v).

» Sats kan vidare utvidgas for fler dn tvd s.v.: Om Xq,..., X, ar
oberoende och lika férdelade med férdelningsfunktion Fx (x) sa har
Y = min,-=1 ..... ,,(Xl,..‘,X,,) och Z = maX;=1,.., ,,(Xl,...,Xn)

fordelningsfunktionerna

Fy(y) =1—(1—Fx(y))" respektive Fz(z) = (Fx(z))".

> Bevis och exempel p3 tavlan.

Tatjana Pavlenko SF1901: Sannolikhetsteori och statistik, fls 6



FORDELNING FOR MAX OCH MIN (REP.)

» Exempel: Motor. En motor upphor helt att fungera nar samtliga 4
cylindrar gdtt sonder. Antag att cylindrarnas livslangder X,
i=1,..., 4 (i ar) ar oberoende och likaférdelade Exp(A) dar
A=1/7,dvs E(X;) =7. Lat en s.v. T vara tid tills motorn helt
upphdr att fungera, d3 ar T = max(Xq,..., X4).
Fordelningsfunktion for de enskilda cylindrarna ar
Fx.(x) =1— e /T (samma fér alla i), vilket ger

Fr(t) = Fy(6) = (1- e—f/7)4.

» Om vi i stallet ar intresserade av tiden S da motor funktion blir
nedsatt pga ndgon cylinder inte fungerar sa far vi
S =min(Xy, ..., Xy) och fordelningsfunktionen fér S blir

Fs(s) = 1= (1= F(s))* = 1= (/1) =1 - /T

» Minsta av n st. oberoende lika férd. s.v. med Exp(A) ocks3 ar
Exp-fordelad men Exp(nA)!
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VANTEVARDE FOR EN FUNKTION AV FLERDIMENSIONELL S.V.

» Vintevirde och varians: rikneregler (repetition pa tavlan).

» Sats 5.1 fran kap. 5.2 om viantevarde fér en funktion av en s.v. kan
utvidgas till en funktion av flera s.v.

» Sats: Lat (X, Y) vara en tvadimensionell s.v. och g(X, Y) en reel
finktion. D& géller att

YiYkglU. k)px,y U, k) eller

Lo [ g y)fx v (x,y)

om (X, Y) ar diskret respektive kontinuerlig.

E(g(X.Y))) =

> Intressanta fall ar t ex

g(X,Y)=X+Y, g(X,Y) =X samt g(X,Y) = XY.
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VANTEVARDE FOR EN FUNKTION AV FLERDIMENSIONELL S.V. (FORTS.)

> Sats (vantevidrde av en summa): For godtyckliga s.v X och Y géller
att

E(X+Y)= /_o; /_O:o(x—l—y)fxyy(x,y)dxdy =
= /j;/j;xfxvy(x,y)dxdy+LZ[iyfx,y(x,y)dxdy:
= E(X)+ E(Y).

» Det diskreta fallet ar helt analogt.
> g(X,Y) = x (respektive g(X, Y) = y). Det giller att

E(g(X,Y)) = /j; /j:onX,Y(XvY)dXdy,

dvs man kan berdkna E(X) och E(Y) utan att forst harleda de
marginella férdelningarnal!

Tatjana Pavlenko SF1901: Sannolikhetsteori och statistik, fls 6



VANTEVARDE FOR EN FUNKTION AV FLERDIMENSIONELL S.V. (FORTS.)

> Sats (5.3) (Linjaritet av vantevérde): Om X och Y &r s.v. med
vantevirde E(X) och E(Y) och a, b, ¢ &r konstanter s§ giller att

E(aX +bY 4 ¢) = aE(X) + bE(Y) +c.

» Obs! Satsen ar helt generellt dvs géller vid godtyckliga beroende
mellan X och Y.

> Sats (5.4): Om X och Y &r oberoende s.v. s& giller att
E(XY)=E(X)E(Y).
Detta utvidgas till fller &n tva oberoende s.v. Xi,..., X}, se Sats 5.5

E(X1Xo...Xn) = E(X1)E(X2) ... E(Xp).
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BEROENDEMATT

» Nar man behandlar tvddimensionella s.v ar det viktigt att veta hur de tva
variablerna paverkar varandra, man brukar tala om beroenden mellan
variabler. Hur beroende tva s.v. X och Y &r kan kvantifieras pa olika sitt.

> Vi infor tva narbesldktade beroendematt som beskriver graden av linjart
beroende/samband.

> Betrakta en tvadimensionell s.v. (X, Y) med dndliga vintevirden px och
iy och stdavvikelser D(X) = ox och D(Y) = oy.
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BEROENDEMATT: KOVARIANS OCH KORRELATION

» Def: Kovariansen mellan X och Y, betecknad med C(X,Y),
definieras som

CX,Y) = E((X=pux)(Y —py)).

» Tolkning av C(X, Y). Samband mellan X och Y's variation.
Exempel pa tavlan.

» Rakneregler for kovarianser: X, Y, Z ar s.v., a, b, ¢, d konstanter.
C(X,X)=V(X), C(X,Y)=C(Y, X),

C(aX+b,cY +d) =acC(X,Y),
CX+Y.,Z)=C(X,Z)+C(Y,2).

» Allmint: Kovariansen ar bilinjar (dvs linjar i bade argument).

C (Za,-X,-,ijYJ) = ZZQ,‘bjC(X,’, YJ)
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BEROENDEMATT: KOVARIANS OCH KORRELATION

» Def: Korrelationskoefficienten p(X, Y') definieras som

L CcXY)  CXY)
PXY) = 50D0Y) ~ oxoy

» Korrelationskoefficienten p(X, Y) fér en tvadimensionell s.v. ar
dimensionslés och satisfierar

—1<p(X,Y)<1.
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BEROENDEMATT: KOVARIANS OCH KORRELATION (FORTS.)

v

Stas (5.8), berdkning a kovarians: Foljande samband giller

C(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y) = E(XY) — uxpy.

v

Sats: Om X och Y ar oberoende sa ar de ocksa okorrelerade.
Beuvis:

E(XY) = E(X)E(Y) for ober. X, Y = C(X,Y) = 0.

v

Omvandningen till satsen géller inte! Okorrelerade s.v &r inte
nodvandigtvis oberoende. Exempel pa tavlan.

v

Kovariansen ar viktig for att forstd variation i summor av s.v.
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LINJARKOMBINATION

» Kovariansen ar viktig for att forstd variation i summor av s.v.

» Sats 5.3 kan utvidgas till fler an tva s.v. L&t oss se pa
linjarkombination

aaXy+axXo+...anXn+ b

av ns.wv. Xq,...,X,, a1,as,...,an, b ar konstanterna.
Sats (5.11): For alla Xq, ..., X galler

v

E (i a;i X+ b) = i a;E(X,-) + b,
i=1

i=1

n n
% (Za,-X,-—i—b) =Y @vX)+2 Y aaC(X, Xk).
i=1

i=1 1<j<k<n

» Ex pa tavla!

Tatjana Pavlenko SF1901: Sannolikhetsteori och statistik, fls 6



LINJARKOMBINATION (FORTS.)

> Foljdsats (5.11.1): For oberoende X1, ..., X, galler

n n
E (Z aiX; + b) =Y aE(X;)+b,
i i=1

i=1

n n

1% (Z a;X; + b) =Y 2v(X)).

i=1 i=1

> Foljdsats (5.11.3): Om Xi,..., X, dr oberoende s.v, var och en med
vantevardet p och std o, och

X=Y (X1+...Xa)/n
i=1

ar deras aritmetiska medelvirde, sd giller att

E(X)=u, V(X)=0?/n, D(X)=0c/vn.
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STORA TALENS LAG.
> Stora talens lag ar ett av de viktigaste resultaten inom sannolikhetsteorin.
> Denna lag, forst formulerad av den schweiziske matematikern Jacob
Bernoulli (1654-1705), utsiger att aritmetiska medelvirdet av flera

oberoende s.v. med samma véntevarde u ligger ndra p, bara antalet &r
tillrackligt stort.
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STORA TALENS LAG (FORTS.)
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FIGUR: Jacob Bernoulli grundlade sannolikhetsldran med den postumt utgivna
Ars Conjectandi (Konsten att gissa (1713)) dar de stora talens lag presenteras
for forsta gangen.
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STORA TALENS LAG.

» Sats: Lat X, Xp, ... vara en foljd av oberoende (likaférdelade) s.v.,
alla med samma vantevirde E(X;) = u och std D(X;) = 0 < co.
Lat 1

vara medelvardet av de n forsta variablerna. Da galler, for
godtyckligt ¢ > 0, att

P(|Xn—u| >¢) — 0dan — oo.

» Detta siger att s.v X,,, bestdende av medelvirdet av de n s.v.
X1, ..., Xy har en fordelning som koncentrerar sig runt u = E(X;).
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STORA TALENS LAG (FORTS.)
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FIGUR: Férdelningen fér medelvirdet X, = (X1 +...X,)/n, dir de enskilda
observationerna dr Po(1), fér n = 1,10, 100 och 1000. Den diskreta
fordelningen koncentreras alltmer runt vardet 1, dvs vantevardet.
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STORA TALENS LAG (FORTS.)

» Tolkning: medelvarde ar en bra uppskattning av vantevarde!

> Stora talens lag ar en av grundstenarna inom empirisk vetenskap.
Om man gbr manga oberoende observationer av nagon s.v., t ex
hallfastheten hos en metall, blodtrycket hos patienter behandlade
med en ny medicin, eller livslangden hos personer i ett
forsakringskollektiv. D& kommer medelvardena av dessa
observationer att ligga néra det sanna vantevardet.

» Om vi inte vet det sanna vantevirdet kan vi gissa, eller skatta
vantevardet med medelvirdet. Detta forhallande &r en viktig
ingridiens i staistik delen av kursen.
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