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PLAN FOR DAGENS FORELASNING

v

Linjdra kombinationer av s.v.: repetition (Kap. 5.5)

v

Stora talens lag: repetition (Kap. 5.6)

v

Standardiserad och allmén normalférdelning (Kap. 6.2-6.3)

v

Linjarkombinationer av oberoende normalférdelade s.v. (Kap. 6.5)

v

Centrala gransvardessatsen och normalférdelningsapproximation
(Kap. 6.7)
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STORA TALENS LAG (REP.)

» Sats: Lt Xi, Xp, ... vara en foljd av oberoende (likaférdelade) s.v.,
alla med samma vintevarde E(X;) = u och std D(X;) = 0 < co.
Lat i

vara medelvardet av de n forsta variablerna. Da géller, for
godtyckligt € > 0, att

P(|[Xp—u|>¢) —0 d& n— co.

» Detta siger att s.v X,,, best3ende av medelvirdet av de n s.v.
X1, ..., Xp har en férdelning som koncentrerar sig runt y = E(X;).

Tatjana Pavlenko SF1901: Sannolikhetsteori och statistik, fls 7



STORA TALENS LAG (REP. )
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FIGUR: Férdelningen fér medelvirdet X, = (X1 +...X,)/n, dir de enskilda
observationerna dr Po(1), fér n = 1,10, 100 och 1000. Den diskreta
fordelningen koncentreras alltmer runt vardet 1, dvs vantevardet.
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STORA TALENS LAG (REP.)

» Tolkning: medelvarde &r en bra uppskattning av vantevarde!

> Stora talens lag ar en av grundstenarna inom empirisk vetenskap.
Om man gér manga oberoende observationer av ndgon s.v., t ex
hallfastheten hos en metall, blodtrycket hos patienter behandlade
med en ny medicin, eller livslangden hos personer i ett
forsakringskollektiv, d@ kommer medelvdrdena av dessa
observationer att ligga ndra det sanna vantevardet.

» Om vi inte vet det sanna vantevirdet kan vi gissa, eller skatta
vantevardet med medelvirdet. Detta forhallande &r en viktig
ingrediens i statistik delen av kursen.
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STORA TALENS LAG (FRAN FLS. 6).
> Stora talens lag ar ett av de viktigaste resultaten inom sannolikhetsteorin.
> Denna lag, forst formulerad av den schweiziske matematikern Jacob
Bernoulli (1654-1705), utsiger att aritmetiska medelvirdet av flera

oberoende s.v. med samma véntevarde u ligger ndra p, bara antalet &r
tillrackligt stort.
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STORA TALENS LAG (FRAN FLS. 6)
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FIGUR: Jacob Bernoulli grundlade sannolikhetsldran med den postumt utgivna
Ars Conjectandi (Konsten att gissa (1713)) dar de stora talens lag presenteras
for forsta gangen.
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NORMALFORDELNING

» Normalférdelningen, den viktigaste av alla fordelningar, dr dven
kallad Gauss-férdelningen och klockkurvan. Benamningen
Gauss-fordelning hansyftar pa den tyske matematikern Carl Friedrich
Gauss (1777-1855).

» Def: En kontinuerlig s.v. X sdgs vara normalférdelad med parametrar
i och o, (0 > 0) om tathetsfunktionen ges av

1 (x=m)?

e 22 | —oo< x < oo,

fx X) =

0 oV 271

» Beteckning: X € N(p,0).

» Anm. Det finns en normalférdelning for varje par u och o > 0. A
andra sidan, givet u och ¢ > 0 s3 &r fordelningen helt preciserad
och har tithet som ovan.
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NORMALFORDELNING: TATHETSFUNKTION.
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FIGUR: Tathetsfunktionen fér en N(u, 0)-férdelning fér n3gra olika vérden pa
u och o.

> Effekten av att dndra p: tithetens ldge forskjuts.

» Effekten av att dndra o: fordelning blir mer koncentrerad nar o ar
liten, respektive mer utspridd nar ¢ ar stor.
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NORMALFORDELNING: FORDELNINGSFUNKTION.
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FIGUR: Férdelningsfunktionen fér en N(p, 0)-férdelning fér ndgra olika vérden
pa y och 0.

» Fordelningsfunktionen Fx (x) ges av

x 1 _(t=p)?
FX(X):/_OOU —e

> Denna integral har inget slutet uttryck. For givna y, o och x kan
den berdknas numeriskt.
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STANDARDISERAD NORMALFORDELNING.

> Def: En normalférdelad s.v. Z med parametrar y =0 och o =1
sigs vara standardiserad normalférdelad, Z € N(O, 1).

» Tithetsfunktionen fz(z) och férdelningsfunktionen Fz(z) fér Z har
egna beteckningar, ¢(z) respektive ®(z) och definieras av

N

1 z

P(z) = e 7, —oo< z< oo,

V21

®(z) / Tl Sy
z) = e 2dt.
—c0 /27T
» Vi ska se senare att det racker att kunna rdakna ut dessa funktioner
for att kunna berdkna Fx(x) fér en godtycklig normalférdelning.
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STANDARDISERAD NORMALFORDELNING: EGENSKAPER.

> ¢(=2) = ¢9(2), P(-2)=1-D(2)
» Areatolkning och numeriska exempel pa tavlan.
» Foér Z € N(0,1) giller att

P(a< Z < b) = D(b) — d(a).

Eftersom férdelningen &r kontinuerlig kan man byta < mot < eller
omvant utan att sannolikheten dndras.

> Kvantiler fér N(0,1) férekommer s§ ofta att dessa gets en egen
beteckning, A,.

» Def: a-kvantilen, A,, fér en standardiserad normalférdelning
definieras som [sningen till P(Z > A,) = a. Men
P(Z > Ay) =1—®(Ay) s3 Ay l8ser tydligen

D(Ay) =1—a.
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STANDARDISERAD NORMALFORDELNING: EGENSKAPER (FORTS.)

» Om Z € N(0,1) s3 géller att

E(Z) /w 2)d L e %d—0
= zZ — 77 Z = U.
—00 —00 \/

» For att f3 D(Z) anvinder vi Stas 5.6: V(Z) = E(Z?) — (E(Z))>.
Genom partiell integration fas

o © L, 1 2
E(Z2):/_00224’(Z)dz: _w22\/ﬂe_7dz

2 o 1 2
e 2|%® +/ e 2dz=0+1=1.
oo —c0 /27T

=—z

1
V21T
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ALLMAN NORMALFORDELNING

» Sats: X € N(u,0) om och endast om Z = % € N(0,1).
> Tolkning av p och ¢. Enligt sats far vi

E(X)=E(cZ+n)=cE(Z)+p=p,

V(X) = V(0Z +p) =0?V(Z) =02,

dvs ar parametrarna yu och o véntevarde respektive
standardavvikelse for N(p, o )-fordelad s.v.

» Vidare giller att

fx(x)zlsv(x_“), Fx<x>=<1>(x_”),

(o g

P(a<X§b):<I><b_y>—<D<a_y>.

» Kort ex pa tavlan!
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ALLMAN NORMALFORDELNING (FORTS.)

» Anvandbarhet av resultat ovan.

» Exempel: Vid en industri produceras jarnbalkar som vager 2000 kg.
Vikten for en enskild balk kan beskrivas av en normalférdelning med
u = 2000 kg och o = 2.3 kg.

A) De balkarna som avviker med mer dn 5 kg fran avsedd vikt
efterbehandlas for att fa en vikt ndrmare 2000 kg. Bestam andelen
balkar som behdver efterbehandlas.

(Svar: 0.030)

B) Bestdm sannolikheten att en balk viager mindre dn 1997 kg.
(Svar: 0.0968)

C) Bestdm sannolikheten att en balk vager mer ar 2007 kg.
(Svar: 0.0012)
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ALLMAN NORMALFORDELNING (FORTS.)

» | statistiska sammanhang vill man ofta ange symmetriska intervall s3
att Z € N(0, 1) ligger inom intervallet med en férutbestamd
sannolikhet. Exempel: vilket tal z > 0 som gor att

P(—z<Z<2z)=0095?

» Losning till detta kan uttryckas med hjélp av kvantiler: z maste ges
av Ag.p25 = 1.96 och —z blir —Ag 25 = —1.96. Bild med ¢(z) pa
tavlan.

> Allminna formeln: for Z € N(0, 1) galler att

'D(_)\a/Z <Z< )‘a/Z) =1l—-ua.
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ALLMAN NORMALFORDELNING (FORTS.)
> For en godtycklig X € N(u, o) kan man uttrycka a-kvantilen x,
med hjalp av motsvarande kvantil A, fér den standardiserade
ZeN(,1): P(Z>Ay) =ur.

> Vi séker x, som satisfierar P(X > x,) = a.

X—u < Xy — U
o o
N—— N——

ZeN(0,1) Aa

P(X > xy) =P =P(Z> M) =

> Detta ger xu = 4 + 0Aq.

» Dessutom

P (_)\a/2 < < )\a/2> =1—u,

eller
P(p—0Aypp < X <pu+oAyp0)=1—a
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LINJAR TRANSFORMATION AV NORMALFORDELNING

» En viktig egenskap hos normalfordelningen ar att den bevaras under
linjara transformationer.

> Sats: Om X € N(u,0), sa galler att
Y =aX+be N(au+b,|a|o).

» Sats: Om X1, X, ..., X, dr oberoende och respektive
N(p1,01), N(y2,02),..., N(pn, 05) och konstanterna
a1, as,...,an, b ar givna, sa giller att

n n [n
Za;X;+b€N<Za;y;+b, 23’20'12>
i=1 i=1 i=1

> Speciellt, om X1, Xp, ..., X, dr oberoende N(y, o) och
ag=ay=---=a,=1/nsamt b= 0, sa galler att

:M—‘

= L L X € Mo/ V)
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CENTRALA GRANSVARDESSATSEN (CGS).

> Satsen &r den viktigaste resultaten inom sannolikhetsteorin:

En summa av oberoende lika férdelade s.v. med godtycklig
férdelning ar ungefdr normalférdelad, bara antalet komponenter i
summan ar tillrackligt stort.
» Sats (CGS): Lat Xy, ..., Xhn, ... vara en oandlig féljd av oberoende,
likaférdelade s.v. med vdntevdrde yu och och standardavvikelse
0 < 0 < oo. Satt
Yo=X1+ 4+ Xn.

D3 géller for givna a < b att

Yn_n]/l o
P T Z MK ®(b) — @ .
(a < N b) — O(b) (a) dan— o0

» CGS uttalar sig alltsd om férdelningen av Y, da antalet n viaxer mot
oandligheten: Y, ar ungefar N(nu, \/no)-férdelad. Beteckning:

Yy € AsN(np, \/no).
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CENTRALA GRANSVARDESSATSEN (FORTS.)

> Observera att E(Ypfs6,t17.tex) = Nyt och D(Yy,) = \/no. Fér varje

givet n ar
Yn—nu

Vno
en standardiserad s.v. Den har vantevarde lika med noll och
standardavvikelse lika med 1 som en standardiserad normalférdelad
S.V.
» Enligt CGS: nadr n gar mot oandligheten kommer hela férdelningen
for den angivna standardiserade s.v. att g& mot en standardiserad
normalférdelning, dvs

Yo T asn(0,1).

Vo
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CENTRALA GRANSVARDESSATSEN (FORTS.)

> Foljdsats: For en oandlig foljd av oberoende likaférdelade s.v.
Xi,... Xn, ... med E(X;) = p och D(X;) =0 (0 < 0 < c0) giller
att

12 g
—E i €ASN [, — ) d& n— oo,
n. S ( ﬁ) a n oo

dvs aritmetisk medelvirdet X, dr approximativt normalférdelat fér
tillrackligt stort n.

» Normalférdelningsapproximation. Enligt CGS:
Y71 Xi € AsN(np, /no) och X, € AsN (u,0/+/n) . Detta ger
approximationerna

(oefires)o(52) ()

Ple<fasd~e(fR) o (k).
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CENTRALA GRANSVARDESSATSEN (FORTS.)
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FIGUR: Férdelningen for for n=1, n =10, n = 100 och n = 1000, dar

c/\/n
Xn= (X1 +---+Xn)/n

och Xi,..., Xn, ... dr oberoende Po(1)-variabler (si att y =0 =1). D&
n — oo liknar sannolikhetsfunktionen alltmer den standardiserade
normalfordelningstathet.
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