Mer om problem 4.25 och variabelbyten

Problem 4.25 i kurslitteraturen réknades under 6vning 6. Den 16sning som
gar att hitta i 16sningsforslaget anvander det som i kurslitteraturen kallas falt-
ningsformeln. Nedan presenteras en alternativ 10sning pa problemet med en
mer generell metod dér faltningsformeln ar det specialfall da Z = X + Y och
X,Y ar oberoende.

Losningsskiss. Lat (X,Y) vara en tvadimensionell stokastisk variabel med
tathetsfunktion fx y(x,y). Lat Z := f(X,Y). Uppgiften ar att hitta fz(z).

1. Definiera en hjélpvariabel W := g(X,Y)
2. Uttryck X och Y i termer av Z, W. D.v.s. hitta X (Z, W) och Y(Z,W).

3. Hitta tathetsfunktionen for den tvadimensionella stokastiska variabeln
(Z,W) genom variabelbytet

fzw(z,w) = fxy(X(z,w),Y(z,w))|det J|

dar J betecknar Jacobimatrisen
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4. Berakna den stkta marginella tathetsfunktionen
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Metoden ar attraktiv av flera skdl. Vi kraver inte oberoende mellan X och
Y. Metoden kan anvandas for att hitta fordelningen for en godtycklig funktion
F(X,Y) (under vissa deriverbarhets- och inverterbarhetskrav), inklusive icke-
linjéra funktioner.

Problem 4.25 Vianvinder 16sningsmetoden ovan. I dettafalldr Z = f(X,Y)
X+Y.

Forsta steget ar att introducera hjalpvariabeln W. W kan valjas relativt
fritt men ett bra val forenklar berdkningarna. Som en tumregel kan vi séga att
om Z &r en linjir kombination av X, Y sa &r W = X eller W =Y enkla och bra
val av W. I denna uppgift ar f(X,Y) en linjér funktion sa vi véljer att definera
W .= X.

Nésta steg ar att hitta uttryck for X och Y i termer av Z,W. Eftersom
att W = X har vi trivialt att X kan skrivas som X (Z, W) = W. Vi har dven
Z7=X+Y<=Y=Z-X=Z-W=Y(ZW).

Enligt skissen ovan kan vi nu uttrycka tathetsfunktionen for (Z, W) som

fzw(z,w) = fxyv(X(z,w),Y(z,w))|det J|



. Vi sétter in vara uttryck for X(Z, W) och Y (Z, W).
fzw(z,w) = fxy(w,z—w)|det J|.

Vi behover hitta determinanten av Jacobimatrisen J. Genom att beradkna
de partiella derivatorna av X (z,w) och Y (z,w) far vi
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vilket betyder att vi kan yttrycka tdthetsfunktionen for (Z, W) som
fzw(z,w) = fxyw,z—w) 1= fxy(w,z—w).

Den marginella tatheten fz(z) kan nu beriknas genom att integrera bort w.
fz(z) = /jo fzw(z,w)dw = /jo fxy(w,z—w)dw
X,Y é&r oberoende varfor
/OO fxyw,z—w)dw= /00 fx(w)fy(z —w)dw
o —0

Notera att integralen ovan ar precis faltningsformeln, d.v.s. det specialfall av
16sningsmetoden da Z = X + Y och X,Y &r oberoende. Det som aterstar &r
att avgora i vilket omrade integranden &r nollskild.

o fx(w) ar nollskild om w > 0
o fy(z,w) &r nollskild om z—w € [0, 1] vilket &r ekvivalent med w € [z—1, z].

Vi har med andra ord att w &dr begrdnsad ovanifran av z och underifran av 0
och z — 1. Darmed géller det att integranden fx(w)fy(z — w) &ar nollskild i
omradet max(z — 1,0) < w < z. Vi kan nu berékna integralen
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