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Diskret Markovkedija

@ Vi betraktar nu processer {X,;n=0,1,...} i diskret tid som tar
varden i ett andligt (eller upprakneligt) tillstandsrum E.
@ Vi later E vara en heltalsmangd;

» E={1,2,..., N}, andligt tillstandsrum.
» E={1,2,...}, upprakneligt tillstAndsrum.

Definition (Markovegenskapen)
{Xn; n € N} ar en Markovkedja om

P(Xn+1 :j|X0 :IO,,Xn:In) :]P)(Xn_l’_‘] :j|Xn:In)’

féralla nochalla fy,...,ih € E
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Forra Forelasningen

Tidshomogenitet, Overgangssanolikheter och
Overgangsmatris

Definition

Lat {X,; n € N} vara en Markovkedja. Om de betingade
sannolikheterna P(X,.1 = j | X, = i) inte beror pa n (fér alla i, j € E)
sags kedjan vara tidshomogen. | detta fall definierar vi
overgangssannolikheterna

pj =P(X1 =j| Xo = i),

évergangsmatrisen P ar matrisen vars element med index (i, /) &r pj.
.
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Forra Forelasningen

Chapman-Kolmogorov

Féljande resultat &r centralt for att kunna anvanda Markovkedijor.

Sats (Chapman-Kolmogorovs ekvationer, 3.1)

a) P,jm+n) > keE P,(;in )P;(qn )
b) P(m+n) — p(m)p(n)

C) p(n — pn

d) p( = pOP© = pOpn
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Forra Forelasningen

Stationar fordelning

Definition (Stationar férdelning, 5.1)

En férdelning 7 = (71, m2, . ..) &r en stationar fordelning till en
Markovkedja med 6vergangsmatris P om

nP=m
Zm:‘l
i

mi>0férallai e E

Sats (5.1)

En Markovkedja med andligt tillstandsrum har alltid minst en stationar
férdelning.
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Klassificering av tillstand

@ Vi sager att tillstand / leder till tillstand j om det ar mojligt att i ett
andligt antal steg komma fran i till ;.

@ Ett tillstand som bara leder till sig sjélv kallas for ett absorberande
tillstand.

» Att tillstdnd / &r absorberande betyder att p; = 1.
@ En Markovkedja kan ha inga, ett eller flera absorberande tillstand.
@ Intressanta fragor ar:

» Kommer vi hamna i ett absorberande tillstand?

» Hur land tid tar det innan vi hamnar dar?

» Om det finns flera, vad ar sannolikheten att vi hamnar i ett specifikt
absorberande tillstand?
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Klassificering av tillstand

Definition (3.5)
En Markovkedja kallas A-kedja om varije tillstand i antingen ar
absorberande eller leder till ett absorberande tillstand.

Definition (3.6)
Ett tillstand i som leder till ett tillstand fran vilket kedjan ej kan
atervanda till i kallas ett genomgangstillstand

Tillstandsrummet E i en A-kedja kan alltsa delas upp i en mangd av
absorberande tillstand A och en mangd genomgangstillstand G,
E=AUG
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Exempel

Exempel (Tarningsspel, uppg. 16)

A och B deltar i ett tarningsspel, som tillgar pa féljande sétt: Om
tarningen visar 1 eller 2 sa vinner kastaren, om den visar 3 far hen
gora ytterligare ett kast. Visar tarningen 4 eller 5 far den andre kasta,
och kommer 6 upp forlorar kastaren. Antag att A bérjar kasta.

Stéll upp problemet och berdkna

a) sannolikheten att B vinner.

b) véntevéardet fér det antal spelomgangar som krévs fér att avsiuta
spelet.
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Absorptionssannolikheterna

Sats (3.3)

Absorptionssannolikheterna aj, dar aj; ar sannolikheten for absorption
i tillstand j givet start i tillstand i i en &ndlig Markovkedja, uppfyller fér
alla j € A férljande ekvationssystem,

ajj = pjj + Zpikak,-, i €G.
keG

>_jea @j = 1, dvs sannolikheten ar 1 att kedjan absorberas, vilket
tillstand man &n startar vid.
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Absorptionstiderna

Sats (3.4)

Lat i en Markovkedja T; vara tiden tills kedjan absorberas vid start i
tillstand i € G. Lat dven t; = E[T;] vara férvantade tiderna tills
absorption vid start i tillstand i. Da uppfyller dessa féljande
ekvationssystem,

t,-:1+2p,~ktk, i€G.
keG
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Mer om klassifikation av tillstand

Kommunicerande tillstand

Definition (4.1)

Ett tillstdnd / sags leda till tillstand j om det ar majligt att ga fran
tillstand i till j i noll, ett eller flera tidssteg, skrivs i — j.
Tva tillstand sdgs kommunicera om i — joch j — i, skrivs i < j

Egenskapen <> definierar en ekvivalensrelation pa tillstanden i en
Markovkedija.
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Mer om klassifikation av tillstand

Mer om klassificering av tillstand

Definition (4.2)
En delméngd sags vara sluten om inget tillstand i leder ut fran
delmangden.

Definition (4.3)
En mangd av tillstand vilka kommunicerar med varandra kallas en
irreducibel tillstdndsméangd.
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Period

Definition (4.4)

Lat D; vara mangden av alla heltal n sa att det ar mojligt att fran
tillstandet j atervanda till detta tillstand i n tidssteg. Med period d;
menas den stdrsta gemensamma delaren till talen i D;. Om ag; = 1
kallas i for aperiodisk.
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Exempel
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Stationar fordelnig

Paminner om definitionen

Definition (Stationar férdelning, 5.1)

En foérdelning @ = (71, w2, . ..) ar en stationar fordelning till en
Markovkedja med dvergangsmatris P om

mi > 0férallaiec E

Sats (5.1)

En Markovkedja med andligt tillstandsrum har alltid minst en stationar
fordelning.
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Konvergens av Markovkedjor

Nar hamnar vi i en stationar fordelning?

Betrakta de tva Markovkedjorna nedan. Hur beter de sig efter lang tid?

1
1
1
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En periodisk kedja

Sannolikheten
o
&

4 5 6
Antal tidssteg

Figure: Foérdelningsvektorer for olika tidssteg. Trots att stationar férdelning
finns nas den aldrig.
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Konvergens av Markovkedjor

En aperiodisk kedja

Sannolikheten

8 10 12
Antal tidssteg

Figure: Férdelningsvektorer for olika tidssteg. Stationara férdelningen nas i
detta fall.
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Ergodicitet

Definition (5.2)
En Markovkedja {Xn; n > 0} sags vara ergodisk om en grénsférdelning
p existerar och den ar oberoende av startférdelning.

Féljande sats ar en av huvudsatserna i teorin fér Markovkedjor

Sats (5.2)

En &ndlig, irreducibel, aperiodisk Markovkedja &r ergodisk och dess
gransférdelning &r den entydiga, stationdra férdelningen.
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Konvergens av Markovkedjor

Exempel

Studera hur kedjan beter sig efter lang tid.

05 0 05
P={(01 08 0.1
0 02 08

Typsik tentaformulering: Undersék om Markovkedjan har en
asymptotisk férdelning och berédkna i sa fall denna.
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Icke irreducibelt exempel

Studera hur kedjan beter sig efter lang tid.

1 0 0 0
p_ (02 05 02 01
0 0 03 07
0 0 05 05

Berakna lim,_,oc P(Xy, =i | Xo =) for i,j € E.

Johan Westerborn Markovprocesser  (28) Foreldsning 2



Stationar fordelnig

Sats (5.3)

En andlig, irreducibel kedja har en entydlig stationar férdelning « och
det géller att wj = ]ﬁ dar T; ar tiden mellan tva besok i tillstand i.

Kvoten 2L &r férvéntad tid i tillstand j mellan tva besok i tillstand i.

i
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Konvergens av Markovkedjor

Exempel

Exempel

En lektor och smabarnsfar pendlar fran dag till dag mellan tre tillstand:
1 = pigg, 2 = trott, 3 = dodstrott
Tillstanden varierar som en Markovkedja med dvergangsmatrisen

1/6 1/3 1/2
P=[1/2 1/4 1/4)
1/2 1/5 3/10

Hur manga dagar i snitt 4r det mellan varje dag lektorn ar pigg?
Hur manga av dessa dagar i snitt ar lektorn dédstrétt?

Johan Westerborn Markovprocesser  (30) Foreldsning 2



Ickeandlig Markovkedja

En ickeandlig Markovkedja kan ocksa vara ergodisk och ha en
stationar férdelning.

Sats (5.6)

Lat P vara dvergangsmatrisen till en irreducibel, aperiodisk
Markovkedja. Betrakta féljande ekvationssystem, x = (xq, X2, . . .).

x =xP
x>0 i=1,2,...

Da géller att Markovkedjan &r ergodisk och har en stationdr férdelning
om0 < Y2, X < o0

Om Ibsningen satisfierar ";°, x; = co sa har kedjan ingen stationar
fordelning och &r inte ergodisk.
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Konvergens av Markovkedjor

Exempel

Exempel (5.5)

En partikel vandrar pa de naturliga talen N = (0,1,2,...) och lat den
ga ett steg till héger med sannolikhet p och ett steg till vinster med
sannolikhet g = 1 — p. | punkten 0 stannar partikeln kvar med
sannolikhet q. Avgor for vilka varden pa p som kedjan &r ergodisk och
berdkna da den stationéra férdelningen.
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