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Diskret Markovkedija

@ Har hittills pratat om diskreta Markovkedjor {X,; n =0,1,2,...}.
Definerade genom en initialférdelning p(® och en
dévergangsmatris P.

@ Intressant fraga ar vad som hander efter lang tid.

@ Definitioner att komma ihag:

» Genomgangstillstand

Absorberande tillstand

A-kedja

Irreducibel delmangd

Periodicitet

* Aperiodiskt tillstand
Sluten delmangd
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Forra Forelasningen

Stationar fordelning

Definition (Stationar férdelning, 5.1)

En férdelning 7 = (71, m2, . ..) &r en stationar fordelning till en
Markovkedja med 6vergangsmatris P om

nP=m
Zm:‘l
i

mi>0férallai e E

Sats (5.1)

En Markovkedja med andligt tillstandsrum har alltid minst en stationar
férdelning.
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Ergodicitet

Definition (5.2)
En Markovkedja {Xn; n > 0} sags vara ergodisk om en grénsférdelning
p(>) existerar och den &r oberoende av startférdelning.

Féljande sats ar en av huvudsatserna i teorin fér Markovkedjor

Sats (5.2)

En &ndlig, irreducibel, aperiodisk Markovkedja &r ergodisk och dess
gransférdelning &r den entydiga, stationdra férdelningen.
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Ickeandlig Markovkedja

En ickeandlig Markovkedja kan ocksa vara ergodisk och ha en
stationar férdelning.

Sats (5.6)

Lat P vara dvergangsmatrisen till en irreducibel, aperiodisk
Markovkedja. Betrakta féljande ekvationssystem, x = (xq, X2, . . .).

x =xP
x>0 i=1,2,...

Da géller att Markovkedjan &r ergodisk och har en stationdr férdelning
om0 < Y2, X < o0

Om Ibsningen satisfierar ";°, x; = co sa har kedjan ingen stationar
fordelning och &r inte ergodisk.
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Forra Forelasningen

Exempel

Exempel (5.5)

En partikel vandrar pa de naturliga talen N = (0,1,2,...) och lat den
ga ett steg till héger med sannolikhet p och ett steg till vinster med
sannolikhet g = 1 — p. | punkten 0 stannar partikeln kvar med
sannolikhet q. Avgor for vilka varden pa p som kedjan &r ergodisk och
berdkna da den stationéra férdelningen.
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Introduktion

Vi ska nu studera fallet da T = [0, o) men tillstandsrummet ar
fortfarande diskret E = {0,,1..., N} eller upprakneligt E = {0,1,...}.

Definition (6.1)

En stokastisk process {X(t),t > 0} kallas en (diskret) Markovprocess
om

P(X(thg1) = ins1 | X(tn) = in, ..., X(to) = o)
=P(X(th+1) = Int1 | X(ta) = in),

forallan,alla0 <fy<... <t < thy1 och alla tillstand
io, 000 g in, fn+1 € E.
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Markovprocesser i kontinuerlig tid

Tidshomogen

Definition
OmP(X(t+s)=j| X(s)=1), i,j € E inte beror pa s sa ar processen
tidshomogen.

Vi kan da satta
p;i(t) =P(X(t + s) = j | X(s) = i) =P(X(t) =j | X(0) =)

och
P(t) = (p;(1))ijeE-
P(t) ar évergangsmatris for tid .

P(t) = (po(t), p1(t), . ..) dar p;(t) = P(X(t) = i), dar p(t) &r den
absoluta sannolikhetsférdelningen.
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Chapman-Kolmogorov

Sats (6.1)

Férallas,t > 0 galler

a) pj(s+ 1) = > kce Pi(S)Pki(t)
b) P(s+t) =P(s)P(t)

c) p(s+t) = p(s)P(t)

Bevis lamnas som en bra 6vning. Gors pa samma satt som for
diskreta Markovkedjor.
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Markovprocesser i kontinuerlig tid

Reguljar Markovprocess

Definition (6.2)

En Markovprocess kallas reguljar om den med sannolikhet 1 gér
hogst andligt manga hopp under andliga tidsintervall och med
sannolikhet 1 ligger kvar en positiv tid i ett tillstand den gatt in i.
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Exponentialfordelningen

Tiden i ett tillstand &r exponentialférdelad

Lat T; vara en stokastisk variabel som &r tiden mellan hopp i — 1 och i i
en Markovprocess. Da géller enligt Markovegenskapen att

P(Ti>h+s|Ti>s)=P(T; > h).

Fordelningen som uppfyller detta &r Exponentialférdelningen.

Vi drar slutsatsen att hopptiden i en tidshomogen Markovprocess ar
Exponentialférdelade.
Sats

LatT; ~ Exp(\j) féri=1,...,n. DadrT =min(Ty,..., Tp)
exponentialférdelad med intensitet A = Y"1, A;.
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Intensitetsmatris

Intensitetsmatrisen

Definition
Antag att pj(t) &r tva ganger differntierbar frdn héger i nollen, dvs. det
existerar g; € R sa att

. pj(h) — p;(0)
9= 50 h

Matrisen Q med elementet g; pa plats (/,) kallas for
intensitetsmatrisen.
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Intensitetsmatris

Intensitetsmatrisen

Definition
Antag att pj(t) &r tva ganger differntierbar frdn héger i nollen, dvs. det
existerar g; € R sa att

. pj(h) — p;(0)
9= 50 h

Matrisen Q med elementet g; pa plats (/,) kallas for
intensitetsmatrisen.

Exempel (Exponentialférdelningen igen)

Om en Markovprocess hoppar fran tillstand 0 till 1 efter en Exp(\)
fordelad tid. Da ar qo1 = .
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Tolkning av gj

Tillsammans med tidshomogeniteten far vi nu, for alla t > 0 och i # j,
P(X(t+h)=j| X(t) = i) = g;jh+ o(h)

q; kallas fér Gvergangsintensiteten fran tillstand / till j.
Vi har ocksa att

P(X(t+h) #i| X(1) = i)=Y P(X(t+h) =j| X(1) = i)
J#

= (qgjh+ o(h)) = gih + o(h)
j#i

Déar qg; kallas for uthoppsintensiteten,

q=>qj

J#i

Johan Westerborn Markovprocesser 17) Forelasning 3



Tolkning av g;i

Observera ocksa att
pii(h) =P(X(h) =1i]X(0) =1i)=1-P(X(h) # i | X(0) =)
=1—-(qh+o(h)) =1—-qih+ o(h).
Vi far da att

i Pi(h) =1
Ui = hlﬂ)L h
_jim @+ o(h)
h—0+ h
=—qi

Vi har att g = —q;. Vi drar slutsatsen att radsumman i Q &r noll.
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Intensitetsmatris

Sammanfattning

@ Vikan tolka en Markovprocess som att nar vi kommer till ett
tillstand / startar vi exponentialférdelade variabler

Tij ~ Exp(qy).j # 1.
@ Vi hoppar till det tillstdnd j som har T; < Tjp, £ # i

@ Formeln g; = }_;; g &r naturlig da tiden till ett hopp &r
exponentialfordelad och minimum av exponentialfordelade
variabler ar exponentialférdelad med intensitet som & summan av
intensiteterna.

@ Tiden i ett tillstand ar alltsa Exp(q;) férdelad.
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Intensitetsmatris

Tillforlitlighet

Exempel (Tillforlitlighet)

En maskin bestar av tva komponenter, A och B som &r
parallellkopplade. De gar sénder oberoende av varandra med
intenistet . Nar en komponent &r trasig lagas den med intensitet .
Man har tillgang till tva reperatérer sa alla komponenter kan repareras
parallellt. Man &r intresserad av att veta om systemet fungerar eller ej.
Stéll upp systemet, bestdm E och Q.

Johan Westerborn Markovprocesser  (20) Foreldsning 3




Bakat och framat ekvationerna

@ | matrisform kan vi skriva intensitetsmatrisen som

o P(h) —1
Q= hll[BlJr h

@ Vikan da skriva upp féljande ekvationer
P'(t) = P(t)Q = QP(1)
p'(t) = p(0)P()Q = p(1)Q

@ Forsta ekvationerna kallas for Kolmogorovs framat och bakat
ekvationer. De har I6sningen

o0 K
P(t) = exp(Qf) = 3 (%)

k=0

@ Matrisen Q tillsammans med p(0) karakteriserar
Markovprocessen.
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Innbédddade Markovkedjan

Uthoppsmatrisen

o Lat ty, t1,... vara tidpunkterna d& Markovprocessen {X(t); t > 0}
med intensitetsmatris Q hoppar.

@ Vilater {X,;n=0,1,...} vara en process dar X, = X(t,).
@ Da ar X, en Markovkedja med évergangsmatris P.

@ Dar dvergangssannolikheterna ar proportionella mot
intensiteterna.

@ Bra dvning att visa f6ljande:
Lat Ty ~ Exp(\1) och T ~ Exp(\2) da ar

A1

P(T1 < T2) = )\1 +>\2
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Innbédddade Markovkedjan

Tillforlitlighet forts.

Exempel (Tillforlitlighet)

En maskin bestar av tva komponenter, A och B som ar
parallellkopplade. De gar sénder oberoende av varandra med
intenistet X\. Nar en komponent ar trasig lagas den med intensitet .
Man har tillgang till tva reperatérer sa alla komponenter kan repareras
parallellt. Man &r intresserad av att veta om systemet fungerar eller €.
Bestidm P.
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Innbédddade Markovkedjan

Att simulera en Markovprocess

Med den inbdddade Markovkedjan ar det enkelt att simulera en
Markovprocess pa foljande satt:
Lat X(0) = X(0) « i med sannolikhet p;(0);
Lat Ty « O;
forn=1,2,...do
Lat Yn ~ Exp(ay, _,);
Lat Tp < Tho1 + Yo
Lat X, = X(T,) « j med sannolikhet g5 ./qy
end
Dar X(t) & Markovprocessen, X;, dr den innbaddade Markovkedjan
och T, ar tiden for hopp n.
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Absorption i Markovprocesser

Ett absorberande tillstand ar ett tillstand fran vilket man ej kan ga
till ett annat tillstand.

Det betyder att g; = 0 f6r alla j # i, vilket ockséa betyder att
gi = —q;i = 0 for ett absorberande tillstand i (rad av nollor i Q).

Begreppet A-kedja, genomgangstillstand defineras som i
Markovkedjorna.

Vi infér som i Markovkedije fallet,

a; = IP(absorberas i tillstand j | X(0) = /)

T; =tid till absorption givet start i tillstand i och t; = E[T}].

Vi kan berédkna dessa pa samma satt som i Markokedjorna om vi

inser att forvantad tid i tillstand i ar % och anvander den
innbaddade Markovkedjan.
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Absorption i Markovprocesser

Sats (6.5)

Lat a; vara absorptionssannolikheterna och t; vara férvéntad tid till
absorption i en A-kedja med intensitetsmatris Q. Da géller for alla
absorberande tillstand j

a/j:ﬂ—k Z q—”fak,-, icG

9 oy 9
1 i .

l = - ar q—ll.(tk, ieG
qi keG\{i} qi

dar G ar alla genomgangstillstand.

Bevisas pa samma satt som fér Markovkedijor.
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Tillforlitlighet forts.

Exempel (Tillforlitlighet)

En maskin bestéar av tva komponenter, A och B som &r
parallellkopplade. De gar sénder oberoende av varandra med
intenistet . Nar en komponent &r trasig lagas den med intensitet .
Man har tillgang till tva reperatérer sa alla komponenter kan repareras
parallellt. Man &r intresserad av att veta om systemet fungerar eller ej.
Antag att systemet bérjar med tva fungerande komponenter, hur lang
tid férvantar vi oss att det tar innan systemet slutar fungera?
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