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Forra Forelasningen

Intro till Markovprocesser

@ Vi studerar nu Markovprocesser, vilket ar en stokastisk process i
kontinuerlig tid.

@ Manga definitioner &r snarlika motsvarande definitioner for
Markovkedjor.

o pj(t) =P(X(t) = | X(0) = i) och P(t) = (p;(t));-
@ Chapman-Kolmogorovs ekvationer finns pa motsvarande satt som
i Markovkedijor.

@ Tiden mellan hopp maste vara strikt stérre an noll (reguljar
Markovprocess).

@ Tiden mellan hopp &r Exponentialférdelad da det &r den enda
(kontinuerliga) férdelningen som saknar minne.
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Forra Forelasningen

Intensitetsmatrisen

@ Intensitetsmatrisen Q = (qj); introducerades dar:
» qj for j # i &r intensiteten med vilken processen rér sig fran tillstand

i till §.
> Qi = > gy ar uthoppsintensiteten for tillstand /.
» @i = —Qq; ar diagnoalelementen.

@ Radsumman i Q ar noll.
@ Via Chapman-Kolmogorov fick vi féljande bakat och framat
ekvationer:
> P/(f) = P()Q = QP(1)
> p'(t) =p(0)P()Q = p(1)Q
med I6sningen:
» P(t) = exp(Qt) = 77, (G
@ Ekvationssystemet ovan kan skrivas som

Pi(t) = Pio(t)qo; + Pir ()G + Pia(t)Gej + - --
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Inbaddade Markovkedjan

@ Om vilater ty = 0 och t; vara tidpunkten fér hopp nummer i hos en
Markovprocess med intensitetsmatris Q.

@ Da kommer X, = X(t,) vara en Markovkedja med
évergangsmatris P = (p;);

g9
[

@ Markovkedjan X, kallas for den inbédddade Markovkedjan.

@ Den inbaddade Markovkedjan anvands for att studera vart en
Markovprocess hoppar.

@ Vi har ocks3 att p; =
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Forra Forelasningen

Absorption i Markovprocesser

Ett absorberande tillstand ar ett tillstand fran vilket man ej kan ga
till ett annat tillstand.

Det betyder att g; = 0 f6r alla j # i, vilket ockséa betyder att
gi = —q;i = 0 for ett absorberande tillstand i (rad av nollor i Q).

Begreppet genomgangstillstand och A-kedja defineras som hos
Markovkedjorna.

Vi infér, analogt med Markovkedjorna,
a; = IP(absorberas i tillstand j | X(0) = /),
och T; som tid till absorption givet start i tillstand i och t; = E[T}].

Vi kan berakna dessa pa samma satt som i Markokedjorna om vi
inser att forvantad tid i tillstand i ar % och anvander den
inbaddade Markovkedjan.
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Forra Forelasningen

Absorption i Markovprocesser

Sats (6.5)

Lat a; vara absorptionssannolikheterna och t; vara férvéntad tid till
absorption i en A-kedja med intensitetsmatris Q. Da géller for alla
absorberande tillstand j

a/j:ﬂ—k Z q—”fak,-, icG

9 oy 9
1 i .

l = - ar q—ll.(tk, ieG
qi keG\{i} qi

dar G ar alla genomgangstillstand.

Bevisas pa samma satt som fér Markovkedijor.
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Global balans

Sats (6.6)

7 ar en stationar férdelning till en reguljar Markovprocess med
tillstandsrum E om och endast om wQ = 0. Denna ekvation kan
skrivas som

Zw,-q,-jzo, V_IEE
icE
>_m=1,
icE
mi >0, VieE.

Férsta ekvationen kallas fér global balans.
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Forra Forelasningen

Lokal balans

Definition (Lokal balans)
En sannolikhetsfordelning = uppfyller lokal balans om

miQj = mqQi, Vi,j€E

@ 7;q; kan bendmnas med flédet fran i till /.
@ Vid lokal balans ar flédet fran i till j lika med flédet fran j till i.

@ Om = uppfyller lokal balans uppfyller den ocksa global balans =
7 ar en stationar fordelning.

@ Alla stationara férdelningar uppfyller inte lokal balans.
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Ergodicitet

Sats (6.8)

En &andlig, irreducibel Markovprocess {X(t); t > 0} &r ergodisk och
gréansférdelningen &r den entydiga stationara férdelningen =. Kvoten
T = é{—ﬁ"] dar T; ar aterkomsttiden for tillstand i. Férvantad tid i tillstand
Jj mellan tva besok i tillstand i &r ;/(qim;).

v

Sats (6.9)

Lat Q vara intensitetsmatrisen till en irreducibel, requljar
Markovprocess. Da &r den ergodisk om det existerar en
sannolikhetsvektor = som uppfyller Q = 0.
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Poissonprocessen

Poissonprocessen

@ En speciell Markovprocess som anvands flitigt inom manga olika

omraden ar Poissonprocessen.
@ Anvands ofta nar man vill rakna handelser:

» Ankomster till en affar.
» Radioaktivt sdnderfall.
» Olyckor.

Definition (6.5)

Poissonprocessen {N(t),t > 0} ar en Markovprocess med
upprakneligt tillstdndsrum, N(0) = 0 med féljande
Overgangsintensiteter

A j=i+1
qj=9-A j=1i
0 annars.

v
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Poissonprocessen

Poissonprocessen

Sats (6.3)
Féljande definitioner ar ekvivalenta.
a) {N(t),t > 0} &ren Poissonprocess.

b) {N(t),t > 0} &ren Markovprocess med N(0) = 0 och
dvergangssannolikheter

MY~ .
pi(t) = ﬁe Moomj> i

c) {N(t),t > 0} &r en stokastisk process sadan att
1) Féralla0<si <t <...<s,<tér

N(t) — N(s1), N(t2) — N(sz2),...,N(t,) — N(sp) oberoende stokastiska

variabler.
2) N(t) — N(s) &r Po (\(t — s)) fordelad.
3) N(0) =0.
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Exempel

Exempel

En maskin har en knapp som véxlar mellan pa och av som en
Poissonprocess med intensitet A\ = 1. Maskinen startar vidt =0 i

tillstandet pa. Vad &r sannolikheten att maskinen dr pa vid tidpunkten
t=2?
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Poissonprocessen

Poissonprocessen

En viktig egenskap hos Poissonprocessen ar foljande
additionsegenskap:

Sats

Om N; (t) &r en Poissonprocess med intensitet \1 och Nx(t) &r en
Poissonprocess med intensitet \», dar Ny(t) och No(t) &r oberoende.
Da &r N(t) = Ny(t) + No(t) en Poissonprocess med intensitet
A=A+ Ao
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Poissonprocessen

Exempel

Exempel (Trafikundersokning)

Vid en trafikundersékning rédknade man antalet fordon som passerade
en viss punkt pa en motorvdg. Strémmen av en viss typ fordon kan
beskrivas som en Poissonprocess med intensitet \1 = 10 for bilar,

Ao = 3 for lastbilar och A3 = 1 fér bussar (enhet ar fordon per minut).
Processerna antas vara oberoende av varanadra.

Man studerar vdgen under 1 timme. Vad &r fordelningen fér det totala
antalet fordon som passerar punkten? Vad ar sannolikheten att en bil
efterféljs av en lastbil?
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Poissonprocessen i planet

@ Poissonprocessen kan ses som slumpmassiga handelser i tiden.

@ Poissonprocessen i planet &r pa samma satt slumpmassiga
handelser i ett omrade.

@ Kan till exempel anvandas for blixtnedslag, sjukdomsfall.

Definition
Lat A vara ett omrade i R?. En punktprocess {N(A), A C A} kallas en
Poissonprocess med intensitet A om:

@ De stokastiska variablerna N(A1), N(Az), ..., N(A,) ar oberoende
for disjunkta mangder Aq, Ao, . .., Ap.

@ N(A) ~ Po(\||A]) for varje begransat omrade A C A.
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Poissonprocessen

Poissonprocess med varierande intensitet

@ Det ar vanligt att betrakta en Poissonprocess med tids-varierande
intensitet A(t).
@ Da kommer féljande att galla

t+s
N(t + 8) — N(s) ~ Po(/ Au)du).

@ Dessa kan simuleras med hjalp av uttunning:
@ Vijysaatt \(t)<yfor0<t<T
@ Simulera en Poissonprocess N(t) med intensitet  pa [0, T]. Lat
Ti,..., T, vara tidspunkten for alla handelser.
© Bilda processen M(t) fran N(t) genom att radera handelsen vid
tidpunkt T; med sannolikheten 1 — A(T;)/~.
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Exempel

Intensitetsprocessen
T T

I I I I I
0 1 2 3 4 5 6 7

Icke-uttunnad
T T

I I I I I I
0 1 2 3 4 5 6 7

Uttunnad Poissonprocess

Figure: Simulering av Poissonprocess med intensitet A(t) = 5cos(t) + 5 pa
intervallet [0, 7].
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Fédelse-dods-processer

Lite allmant om fodelse-dods-processer

@ Poissonprocessen ar en rakneprocess, dvs. vi raknar handelser
som intraffar slumpmassigt i tiden.

@ Vikan tanka oss att hur ofta handelser intraffar beror pa antalet
handelser hittills.

» Tank till exempel pa en enkel model for bakterier dar varje bakterie
delar sig oberoende av de andra. Finns det manga bakterier ar
tiden till nasta kortare.

» Detta leder till fédelseprocesser.

» Dessa kan omdjligt ha en stationar férdelning om inte nagot
tillstand &r absorberande.

@ Fodelse-ddds-processer ar processer som bade kan 6ka och
avta.

» Man kan téanka sig antalet individer i en population, dar antalet
individer antingen kan 6ka eler avta.
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Fodelse-dods-processer

Fodelseprocesser

@ En fodelsprocess ar en Markovprocess med féljande
intensitetsmatris

Aj f=1i+1
qj=q-A Jj=i
0 annars.

@ Processen ar strikt vaxande.
@ Forvantad tid i tillstand i &r Al,

@ Om vi startar i tillstand noll &r férvéntad tid till tillstand n = 37— )\l,

© Processen ar reguljar om 3%, 1 = oo.
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Fodelse-dods-processer

Exempel

Exempel (Yule-processen)

Lat{X(t);t > 0} vara en Markovprocess, dér X(t) &r antalet individer i
en population. Varje individ i populationen ger upphov till en ny individ
med intensitet \ obereoende av varandra. Vi antar att populationen
startar med 1 individ. Kommer denna population att explodera?

Dvs. ar férvantade tiden tills man har odndligt manga individer andlig? )
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Fodelse-dods-processer

@ Vi later nu individer kunna do ocksa.

@ En fédelse-0ds-process ar en Markovprocess som kan hoppa ner
ett steg eller upp ett steg vid varje hopp.

@ En fédelse-déds-process har foljande intensitetesmatris Q:

;

Ai j=1i+1
i Jj=1i-1
Q= AN—pi j=1I
—Xo i=j=0
10 annars.
@ Definera pg = 1 och p, = %
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Forvantade tider
Sats (6.10)

Lat t, vara férvantad tid tills en fédelse-déds-process nar tillstand n
givet start i tillstand 0. Da ar

n—1

S

Sats (6.11)

En fodelse-dbds-process ar reguljar om och endast om

o) 1 k
2 S 227

divergerar.

V.
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M/M/1 - kO

Exempel

En M/M/1 - ké ér ett kbsystem dar man antar att kunder anlander enligt
en Poissonprocess med intensitet . Betjaningtiden fér en kund ar
Exp(un) férdelad. Det finns dock bara en betjanare, om den &r
upptagen stéller sig kunderna i en ko.

Stall upp systemet och berdkna férvédntade antalet personer i kon.

En kund anlénder till systemet. Hur lang tid férvédntas kunden fa kéa?

v
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